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SUMÁRIO 
Apresenta-se, formalmente, o problema geral da Vin~ 
mie.a de Co11.po1.> Elâ1.>tieo1.>, e es tudam.,-se os problemas de respo~ 
ta e estabilidade dinâmica de cascas girando em torno do eixo 
longitudinal, sujeitas a um carregamento que não acompanha o 
movimento de rotação rígida da casca. 
Através de uma expansao em série de Fourier na vari 
ável circunferencial, mostra-se que este tipo de carregamento 
gera excitações periódicas sobre a casca. 
Usando aproximações de diferença finita no tempo e 
de elementos finitos na direção longitudinal obtêm-se solu 
ções transientes lineares e não lineares. 
Determina-se a solução periódica correspondente ao 
regime permanente e estuda-se a estabilidade infinitesimal d~ 
ta solução, derivando-se, explicitamente, a primeira aproxim~ 
ção das regiões de ressonância paramétrica. 
V 
SUMMARY 
The general problem of Vynam.Lc.:i 06 Ela-0;/:,{,c_ Bod,{,e-0 is 
presented, and the problems of dynamic response and stability 
of rotating axisyrnmetric shells, under a non-rotating load, 
are studied. 
Using a Fourier series expansion for th.e circunfe -
rential variable it is shown that this load generates a peri~ 
dic excitation on the shell. 
Linear and non-linear transient responses are then 
obtained through a fini te di fference approxima tion in the 
time domain anda finite element discretization in the longi-
tudinal direction. 
The steady-state periodic solution is determined 
Its infinitesimal stability is studied and the first approxi-
mation of parametric resonance regions is explicity derived. 
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I. INTRODUÇÃO 
Em princípio, o engenheiro está sempre interessado em 
resolver problemas reais. Mas durante o processo de resolução, 
o problema real é normalmente sub.sti tuído por um problema ide-
al, o ideal pelo possível e o possível pelo viável. 
O problema real que motivou este trabalho foi, inicial-
mente, a análise dinâmica de moinhos de bolas. Este tipo de mo 
inho, também conhecido como moinho de pelotização de minério e 
muito usado em indústrias químicas, indústrias de mineração e 
em indústrias de fabricação de cimento; sempre com o objetivo de 
trituração e consequente redução do diâmetro das partículas do 
conteúdo. Um moinho de bolas é essencialmente um casco de aço 
de seção transversal axissimétrica (geralmente cilíndrica ou as 
sociação cone-cilindro) com eixo longitudinal horizontal ou li-
geiramente inclinado, contendo aberturas para alimentação, numa 
extremidade e para descarga, na outra. O casco é apoiado sobre 
mancais que permitem a rotação do moinho em torno do eixo long~ 
tudinal, quando solicitado por um torque aplicado numa das ex -
tremidades através de um sistema de polias ou rodas dentadas a-
cionados por um motor, figura 1.1. 
fig. 1.1 - Moinho de bolas de corpo cilíndrico. 
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Do ponto de vista mecânico, um moinho pode ser idealiza 
do como uma casca axissimétrica delgada girando em torno doei-
xo de simetria e sujeita a ações provenientes da iteração entre 
o conteúdo (minério+ bolas) e o casco do moinho. A questão 
principal é justamente como simular as excitações geradas pelo 
carregamento interno, uma vez que o conteúdo não tem uma lei de 
comportamento bem definida. 
Normalmente, os projetos de moinhos sao baseados apenas 
na resposta estática do sistema, considerando-se o peso 




[l] e [2] . Na Única referência encontrada sobre análise dinâ-
mica [3] , os autores concluem, através de testes em modelos r::_ 
<luzidos, que são pequenos os efeitos dinâmicos gerados pela ro-
tação, mas fazem ressalvas de que podem não ter conseguido sim~ 
lar adequadamente os impactos causados pelos materiais dentro 
do protótipo. Além disto, estes testes não foram suficientes~ 
ra esclarecer a natureza das excitações geradas, e precisar a 
influência da rotação na resposta do sistema. 
O modelo mecânico que será analisado no presente traba-
lho, não leva em conta impactos do conteúdo sobre o casco, mas 
considera os efeitos da rotação sobre a casca, e as excitações 
dinâmicas geradas por um carregamento fixo no espaço, ou seJa, 
admite-se que o carregamento tem intensidade constante e conhe-
cida, porém solicita diferentes regiões da casca a medida que 
esta gira. Além do carregamento estático, analisou-se ainda o 
caso em que o carregamento tem intensidade periódica no tempo. 
Outros sistemas mecânicos que sao, essencialmente, cas-
cas de revolução, girando em torno do eixo de simetria, são en-
contrados em rotores de centrífugas e de turbinas a gás, fre 
qüentemente usados na indústria aeronáutica. O principal inte-
resse dos estudos desenvolvidos nesta área tem sido determinar 
a influência da velocidade de rotação sobre as freqüências nat~ 
rais e modos normais de vibração Qi, 5, 6, 7 e iU , tendo ·.· sido 
observado experimentalmente e demonstrado teóricamente, pelas 
equações do movimento, a existência de ondas móveis na direção 
circunferencial: no mesmo sentido (forward traveling waves) e 
no sentido oposto à rotação (backward traveling waves); ao con-
trário do caso estacionário onde os modos normais de vibração 
são ondas fixas. 
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Neste ponto define-se o problema ideal que será estuda-
do nos próximos capítulos: Vibrações de cascas axissimétricas 
com movimento de rotação; incluindo resposta dinâmica, 
çoes livres e estabilidade paramétrica. ~, 10, 11], 
vibra-
No capítulo II são apresentados os fundamentos da mecâ-
nica do contínuo, visando principalmente formulações gerais dos 
problemas de resposta e estabilidade dinâmica de corpos elásti-
cos, [!2 -16]. 
No capítulo III, partindo das equaçoes gerais obtidas 
no capítulo anterior, derivam-se as express·Ões das componentes, 
(no sistema intrínseco da superfície média), dos tensores de 
tensão e deformação de uma casca como um corpo tridimensional. 
Através das hipóteses de Kirchhoff-Love, reduz-se a dimensão 
correspondente à espessura da casca, obtendo-se uma versao nao 
linear da teoria de cascas delgadas proposta por Novozhilov 
I}'[] Ao final estas expressões são particularizadas para cas-
cas axissimétricas. 
No capítulo IV obtêm-se as equaçoes correspondentes ao 
problema de_ resposta dinâmica de cascas axissimétricas elásti -
cas, girando em torno do eixo longitudinal, e sujeitas aos car-
regamentos descritos anteriormente. Usando uma expansao em se-
rie de Fourier na variável circunferencial, mostra-se que os 
carregamentos considerados geram excitações periódicas no temp~ 
Através de uma aproximação de elementos finitos na direção lon-
gitudinal, obtêm-se soluções transientes e soluções periódicas 
nao lineares correspondentes a estas excitações. 
Ainda no capítulo IV, confirmam-se resultados obtidos 
anteriormente [4 - 8] , com relação à influência da velocidade 
de rotação e de um estado inicial axissimétrico, sobre as fre-
qüências e modos normais de vibrações da casca. São obtidos re 
sultados significativos sobre a influência da rotação na respo~ 
ta dinâmica da casca, explicitando-se as condições de ressonan-
cia simples, correspondentes ao carregamento estático e ao car-
regamento de intensidade variável. 
No capítulo V, estuda-se a estabilidade infinitesimal da 
solução periódica obtida no capítulo IV. Tomando a forma varia 
cional linearizada, chega-se ao sistema de equações diferenci -
ais parciais com coeficientes periódicos no tempo. Usando uma 
aproximação de elementos finitos no domínio espacial, obtém~se 
4 
o sistema de equaçoes diferenciais ordinárias no tempo, e dete~ 
minam-se as regiões de re.ssonância paramétrica deste sistema por 
meio de um método de perturbação semelhante ao apresentado por 
HSU [}ª2. 
Resumindo, pode-se afirmar que o problema original, re~ 
posta dinâmica de moinhos de bolas, não foi completamente re -
solvido. Entretanto, o modelo mecânico utilizado na análise 
deste problema, permitiu conclusões quanto ao comportamento di-
nâmico, não apenas de moinhos, mas também de sistemas mecânicos 
semelhantes, tais como: rotores de centrífugas e ultracentrífu-
gas, discos e rotores de turbinas. 
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II. DINÂMICA DE CORPOS ELÁSTICOS 
2.1. Introdução 
Um passo importante na solução de um problema é, sem dú-
vida, a formulação precisa do mesmo. Este é, precisamente, o 
objetivo fundamental da mecânica: formular leis gerais capazes 
de prever o comportamento dos corpos (movimento), quando sujei-
tos a ações mecânicas (forças), correlacionando um mundo ideal 
de modelos mecânicos com o mundo real dos fenômenos mecânicos. 
Segundo Truesdell [1TI , já existem muitas pessoas tra-
balhando nesta área, e portanto o que os fundamentos da mecâni-
ca precisamnão é de mais gente para pesquisar sobre eles, mas 
de mais gente para aprender, absorver, digerir e aplicar o que 
foi desenvolvido. Esta é a inten§ão deste estudo. Deste modo, 
o resumo apresentado a seguir, sobre fundamentos da mecânica do 
contínuo, visa apenas definir, formalmente, os problemas de re~ 
posta e estabilid~de dinâmica de corpos elásticos, que constit~ 
Eim o objetivo específico deste trabalho. Esta apresentação es-
tá baseada principalmente nas referências [12] e [13] 
2.2. Corpo e movimento 
Um corpo 18 é uma variedade de partículas X. Admite-se 
~ 
que esta variedade tenha certa regularidade, e que as partícu -
las X podem ser postas em correspondência biunívoca com elemen-
tos do espaço. Euclidiano tridimensional JE. 
O mapeamento 
configu:riai;ão de IB . 
de 18 sobre uma região de JE e chamado 
Supõe-se que este mapeamento é diferenciá 
vel tantas vezes quanto necessário, usualmente duas vezes [}2]. 
A seqüência de configuração X:18 +]Bt' definida por: 
x = ~ (X, t) ( 2. 1) 
é um movimento de 1B . X é uma pa:riticula, e ~ é o lugar de JE 
ocupado por X no instante t. 1B t é a região de JE ocupada por 
18 no instante t. 
A toda parte lP de 1B é atribuída uma medida positiva 
m( lP ) , chamada massa de lP . Admite-se que a distribuição de 
massa m(JP ) é uma função absolutamente contínua do volume, e 
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portanto pode-se definir uma densidade de massa P, tal que: 
m( JP ) = f JP p dV ( 2 • 2) 
A densidade de massa p, varia de uma configuração para 
outra, mas a massa total m(JP) se conserva, portanto 
( 2. 3) 




e chamado deformação de 
IB de ~ 1 a )5 2 • 
Admite-se, por hipótese Q-f) , que 
J = det í/ À > O, 
onde í/ representa o gradiente espacial, então 
e como JP 
f JP Pi dV = 
1 
e qualquer, tem-se 
J dV, 
( 2 • 4) 
(2.5) 
ou seja, conhecida a densidade de massa em una configuração, p~ 
de-se determinar esta densidade em qualquer outra configuração. 
A equação (2.5) expressa a conservaçao da massa, na forma locaL 
Configuração de Referência 
Geralmente é conveniente escolher uma configuração par-
ticular e referir todas as grandezas a esta configuração. A es 
colha desta configuração é arbitrária, inclusive ela não preci-
sa ser uma configuração ocupada pelo corpo, mas apenas uma con-
figuração possível. 
Seja ~o a configuração de referência, definida por 
onde~ é o lugar ocupado pela partícula X na configuração 




.X.= ~o (~)' 2 • 7) 
e o movimento (2.1) referido a K e 
-º 
= ~o<~, t). ( 2 . 8) 
Deste modo o movimento passa a ser entendido como uma 
sequência de mapeamentos da configuração de referência ~ 0 , so -
bre a configuração atual ~' ou seja transformações de JE em JE • 
Com isto torna-se possível o uso de toda a ferramenta da geome-
tria Euclidianà. 
Descrição Lagragiana 
De todas as formas comumente usadas para descrição do 
movimento de um corpo, a mais adequada à mecânica dos sólidos é 
a descrição Lagrangiana: total ou atualizada. 
A descrição Lagrangiana total, também chamada descrição 
referencial, usa como referência, uma configuração fixa ~o, to-
mando X e t como variáveis independentes, como apresentado na 
equaçao (2.8). 
A descrição Lagrangiana atualizada,ou descrição relati-
va, admite como referência, a configuração atual~' expressando 
tudo que diz respeito à partícula X, em um referencial móvel 
~' ligado a esta partícula. Para construir esta descriçã~, con 
sideram-se as configurações de IB nos tempos Te t: 
. I; = X(X, T) 
X = X(X, t) 
( 2. 9) 
(2.10) 
onde I; e o lugar ·ocupado no instante T, pela partícula X, que 
no instante t ocupa a posiçao x. Logo, 
(2.11) 
A função X e chamada função deformação relativa. 
-t 
Gradiente de Deformação 
O tensor ~,definido por, 
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F = ~(~, t) = 17~ 0 (~, t) (2.12) 
é o gradiente de deformação, ou mais precisamente, gradiente de 
deformação de K a x. 
-º 
Conforme observado anteriormente, só são 
admitidos movimentos tais que, 
det F > O (2.13) 
O tensor ~t definido por 
(2.14) 
é o gradiente de deformação relativa; grad denota o gradiente em 
relação a x. 
Mudança de Configuração de Referência 
Suponha-se que o mesmo movimento (2.1) é descrito em 





e portanto, a deformação de Ki até X, pode ser realizada dire-
tamente através ·do mapeamento· X1 ou usando À para obter K 2 e en 
tão usando X2 para obter~' isto e, 
(2.17) 
Conseqüentemente, os gradientes de deformaç~o estão re-
lacionados através de, 
(2.18) 
No caso do gradiente de deformação relativa, tem-se: 
9 
(2.19) 
De.composição polar de ~ 
Como Fé não singular, pelo teorema da decomposição po-
lar [}TI, [}.'±], pode-se escrever 
F = R U = V R (2.20) 
onde R é um tensor ortogonal com determinante positivo ( rotação), 
U e V são tensores simétricos e positivos definidos, chamados 
alongamentos direito e esquerdo respectivamente. Esta decompo-
sição representada por F, pode ser obtida a partir de três alon - -
gamentos principais, em direções mutuamente ortogonais,seguidos 
de uma rotação rígida, destas direções, ou realizando-se ames-
ma rotação primeiro e posteriormente os alongamentos. f fácil 
mostrar que ~' ~ e y são Únicos [}.~ 
Os tensores de deformação, 
I) 
B = V2 = FFT 
= lcu 2 - ri, 
2 -
(2 .2la,b) 
sao chamados tensores de Cauchy-Green direito e esquerdo respe~ 
tivamente, e tensor de deformação de Green-Lagrange. 
Campo de desTocamento 
O campo vetorial 1;:<~, t), definido para todo X E ~•J pela 
relação 
1;:C~, tl = ~.e~, tl - )S (Z .22a) 
e o campo de deslocamentos das partículas X do corpo IB, referi 
do à configuração 1'.; 0 • 
Em termos do campo de deslocamentos u, tem-se: 




C = I + Vu + Vu + Vu Vu, 
T - -T 
+ Vg + Vu Vu, 
T T- -
Vu + Vu Vu) . (2.23a-c) 
Os campos de velocidade e aceleração referidos à confi-
-guraçao K, , sao: 
{i( X, a t)J ' t) = at[~.c:, 
ü(X, t) ª2 t)J. (2 :24a ,b) = at [ \ <~' 
Pequenas deformações· 
Em elasticidade infinitesimal, define-se o tensor: 
(2 .25) 
conhecido como tensor de deformação infinitesimal, e correspon-
de à parte linear de E. 
Mudança de referencial 
Uma mudança de referencial e um mapeamento um-a-um do 
espaço-tempo nele mesmo, tal que distâncias, intervalo de tempo 
e ordem cronológica dos eventos são preservados. 
A mudança de referencial mais geral é dada por: 
x* = c(t) + Q(t)(~ - ~ 0 ), 
t 1' = t - a (2.26) 
onde c(t) e um vetor posiçao, variável no tempo, que representa 
a mudança de origem. gct) é um tensor ortogonal que representa 
uma rotação (ou reflexão), x 0 é um ponto fixo e a e um escalar. 
Uma grandeza é dita indiferente à mudança de referenci-
al, se ela é invariante a toda transformação do tipo (2.26). Is 
to implica nas seguintes leis de transformação, de acordo com o 
tipo da grandeza: 
v~·: = g ;'. T 





A mudança de coordenadas (2.26), aplicada ao movimento 
( 2 .1), conduz a 
xi' = c(t) + Q(t) [~ex, t) - ~o J. (2i27l 
Derivando (2.27) em relação a t*, tem-se, 
X'' = C ( t) + § [ ~ - ;:: J + g ~, 
explicitando ~. em (2. 2 7 ) e substituindo-o nesta Última expres -
são obtem-se, 
i* = c(t) + g ~+A (x* c) , (2.28) 
onde A= -AT = Q 2T· A antissimetria de A decorre da ortogona-
- . - T 
!idade de g: gg = I. c(t) representa a velocidade da origemdo 
sistema .móvel, Qi e a velocidade relativa, e A é a velocidade 
angular ou "spin" do sistema móvel em relação ao fixo. 
Derivando (2. 2:s ) em relação ao tempo, após algumas subs 
tituições, obtém-se a expressão da aceleração no novo referenci 
al, 
i* =ô+ Qi + 2A(i* e) + cA A 2 )(x''' - c). (2.29) 
Observa-se, de (2.28) e (2.29), que velocidade e acele-
raçao não são indiferentes a mudança de referencial. 
Se os movimentos X e X1' são referidos à mesma configur~ 
çao de referência, obtem-se as seguintes leis de transformação, 
para os tensores de deformação: 
fi, = Q f -
u1, = u 
v1, = Q V QT - - ' 
E'' = E. (2.30a'-d) 




Forças e torques resultam das iterações mecânicas entre 
as diversas partes de um corpo, ou entre o corpo e o meio ambi-
ente. As forças estão entre os elementos primitivos da mecâni-
ca, e sao admitidas como conhecidas a priori, sobre cada parte 
lP de IB , em cada instante t. 
Serão considerados dois tipos de forças: 
( 1) força de massa: !b ( lP ) , que são funções absolutamen 
te contínuas do volume, 
( 2) forças de contato: f ( lP ) , que sao funções absoluta 
-C 
mente contínuas da área da superfície do contorno 3JP t de lP t , 
Deste modo, pode-se escrever, 
!b ( lP ) = 
J lP 
p b dV, 
t 
( 2 , 31) 
f (JP) = I t dS, -c 
aJP t 
(2.32) 
onde b é a densidade de força de massa e te a densidade de for 
ças de superfície ou tração. 
Supõe-se a densidade de força de massa 
de x e t: 
função apenas 
b = b(x, t) (2 .33) 
e, admite-se a densidade de força de superfície do tipo tração 
simples, isto é, 
t = t(x, t, n) ( 2. 34) 
onde n e a normal a aJP na configuração X, 
A resultante f( lP ) , das forças atuantes sobre lP na con 
figuração X, e 
O momento resultante i\l(lP, ::o), em relação a ~o e, 
M(JP , 
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- X ) !\ t ds 
-º 
Definindo quantidade de movimento linear, 
~(JP)=f ~pdV, 
]P t 
quantidade de movimento angular, 





e considerando os princípios de conservaçao das quantidades de 
movimento linear e angular, tem-se: 
ÍQP)=f(JP) 
Pelo lema fundamental de Cauchy, existe um tensor 
T(x, t), chamado tensor de tensões de Cauchy, tal que 
t(x, t, n) = - . T(~, t)n, 
( 2. 39) 
(2.40) 
(2 .41) 
isto e, a tração t é uma função linear e homogênea da normal n. 
De ( 2 . 39 ) , ( 2. 40 ) e (2 . 41 ) , resultam: 
( 
= I ! n + f p d J . ds b dV, (2 .42) dt e P x dV) 




d~ ( J (~-~º) l\p~ 
dV)= (~-~ 0 )/\!1: ds + 
J ]P 
(x-x 0 )/\pb dV, 
]P t t t 
(2.43) 
para toda parte JP de lB . 
Supondo o campo T(x, t), suficientemente regular, e em 
conseqüência do teorema da divergência, a equação (2.42) é equ~ 
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valente a 
p X= div T + p b, ( 2. 44) 
. ~ . -
que e a forma local do principio da conservaçao da quantidade de 
movimento linear, ou a primeira lei de Cauchy para a 
do contínuo. 
mecânica 
Sendo satisfeita (2.44), a equação (2.43) e equivalente 
a 
(2.45) 
ou seJa, o tensor de tensões de Cauchy é simétrico. 
Esta equação é chamada segunda lei de Cauchy para a me-
cânica do contínuo e expressa localmente o balanço da quantida-
de de movimento angular. 
Processo dinâmico 
Dado o sistema de forças (t, b), atuando sobre um corpo 
JB numa configuração 6 , diz-se que o movimento deste corpo e as 
forças atuantes sobre ele na correspondente configuração consti 
tuem um processo dinâmico se as leis de Cauchy ( 2 .44) e ( 2 .45) 
são satisfeitas. Teoricamente, qualquer par de funções (X, T), 
onde X e um movimento e T é um campo de tensões simétrico e re-
gular, pode constituir um processo 
possível obter um sistema de força 
Ja satisfeita. 
dinâmico, . ~ pois sera sempre 
tal que a equação ( 2.44) se-
Pressupõe-se que força de massa e força de contato -sao 
indiferentes a mudança de referencial, isto é: 
b* = n b e t* = Q t - ;:, -
e, como consequência direta do lema fundamental de Cauchy 
(2.41), o tensor Te também indiferente, ou seja, 
T;, = Q T qT 
(2.46) 
(2.47) 
Diz-se que dois processos dinâmicos (X, T) e (X*, T''' ) 
são equivalentes, se eles constituem o mesmo processo visto por 
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observadores diferentes. Ou seJa, x;, e X estão relacionados por 
(2.26} e T* e T estão relacionados por (2.47). 
Tensor de tensões de PiOlà-Kirchhoff 
Em problemas de mecânica dos sólidos e usual a descri-
çao em termos de uma configuração de referência fixa, ou descri 
çao lagrangiana total, conforme visto anteriormente. Para tan-
to, escrevem-se as forças de contato sobre lPo , em termos da 
tração t sobre o contorno dlP 
- o o 
de lP ' na configuração fixa r º ' 
f ( lP ) = I aJP ! ds (x) = J aJP !o ds(JS). (2.48) -C 
t o: 
Portanto !o e paralelo a!, mas com módulo ajustado de 
acordo com a variação da area, 
tal que 




Pelo lema fundamental de Cauchy, existe um tensor !o 
ds (x) 
! o = ! o ~o = T n, (2.49) 
ds e ) 
onde !;o e a normal externa em X na configuração ~" que está re-
lacionada com n, pela equação, 
n ds(x) = (detF)(FT)-
1 
!;o ds(X). (2.50) 
De (2.49) e (2.50) obtém-se, 
(2 .51) 
que e chamado primeiro tensor de Piola-Kirchhoff. 
O segundo tensor de Piola-Kirchhoff, S , e definido co-
mo, 
S = (det F)F-
1
T(FT)- 1 = (2 .52) - ~ 
Nota-se que Se simétrico, enquanto qu~ Io nao e, neces 
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sariamente, simétrico. 
Referidas ã configuração ~o,as leis de Cauchy sao: 
(2.53) 
onde Div indica divergência em relação a;, e p 0 , ~' Io e b sao 
funções de~ e t. 
2.4-. Equações Constitutivas 
Equações constitutivas mecâni~as sao relações 
forças e movimentos. 
entre 
Observa-se que a aplicação de forças aos corpos provo-
cam movimentos, e que os movimentos produzidos dependem, entre 
outras coisas, da natureza dos corpos. Isto é, a resposta de 
um dado corpo depende das propriedades físicas do material que 
constitue o corpo. Supõe-se que estas propriedades possam ser 
determinadas, aproximadamente, através de experiências de labo-
ratório. 
Em mecânica do contínuo as forças de interesse sao as 
de contato, que estão relacionadas com o tensor de tensões, pe-
lo lema fundamental de Cauchy. Portanto, uma equação constitu-
tiva da mecânica do contínuo é uma relação entre o tensor simé-
trico Te o movimento~. definido anteriormente. (-X, I) deve 
ser um processo dinâmico de um corpo JB, 
rial ideal, que representa uma classe de 
comportamentos semelhantes. 
constituído de um mate 
materiais reais com 
Além de ser compatível com as leis do movimento, uma 
equaçao constitutiva deve satisfazer a certos axiomas, tais co-
mo, princípio do determinismo, princípio da indiferença materi-
ale princípio da ação local. 
a) Princípio do determinismo. A tensão em uma partíc~ 
la X de um corpo IB, no instante t é determinada pela história 
x t do movimento de JB , até o presente: 
I(K, t) = !:C-Xt, X, t) (2.54) 
Por ·história f t, de uma função f, entende-se: 
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ft(T) = f(t - T), V T > o e t fixo. (2.55) 
O funcional fé chamado funcional constitutivo, e 
(2.54) é a equação constitutiva de um material ideal. Por este 
postulado, o passado e o presente influenciam o estado de ten -
são atual, mas o futuro não afeta o presente. 
b) Princípio da indiferença material. As equaçoes cons 
titutivas são indiferentes a mudanças de referencial. 
Considerando que T é um tensor indiferente, tem-se, 
T(X,t);,= F[(Xt;')''' X ti'] = 
..... 'V ,_, -
(2.56) 
onde (~*,!*)e (~, T) são processos dinãmicos equivalentes. De 
acordo com este princípio as propriedades do material não vari-
am com·a mudança de observador. 
c) Princípio da açao local. O movimento das partícu -
las, Z que estão a uma distãncia finita da partícula X, em qual:_ 
quer configuração, pode ser desprezado no cálculo da tensão em 
f. Formalmente pode-se escrever, 
( 2 • 5 7 ) 
onde 
( 2 • 5 8 ) 
sendo N(X), qualquer vizinhança de X. 
Materiais Simples 
Um movimento é homogêneo em relação a configuração de 
referência K, se 
onde x (t) é um ponto de 
-o 
gradiente de deformação, 
( 2. 59) 
X X e um ponto fixo em K, e F(t) 
..... ' ...., o -
é independente de X. 
Materiais simples, são aqueles cujas propriedades cons 
titutivas, podem ser determinadas realizando-se experiências com 
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deformações homogêneas,apenas. Como toda deformação e localmen 
te homogênea, as equações constitutivas de materiais simples são 
da forma, 
( 2 • 6 O ) 
Isto e, a tensão depende apenas da história do gradiente de de-
formação de
0
X, com relação a uma configuração fixa K. 
Observa-se, que os materiais simples satisfazem, a pri 
ori, os princípios de determinismo e ação local, porém nao ne -
cessariamente o princípio da indiferença material. 
Materiais elásticos 
Um caso particular de materiais simples sao os materi-
ais elásticos, nos quais a tensão em uma partícula X, no insta~ 
teté determinada pelo gradiente de deformação de X no instan-
te t, isto é, 
A 
T <X' t) = T ( F' X:) (2.61) 
onde Í é uma função tensorial. 
Neste caso, o princípio de indiferença material impõe 
a condição: 
(2.62) 
para todo r, com det[ > o, e toda rotação g. 
A 
Resolvendo (2.62) em T(F), e considerando que F = R U 
~ -
obtem-se 
T(F) = QT T(Q R U)Q (2. 63) - - -
Como esta equaçao deve ser satisfeita para toda rotação Q, em 
particular, para Q = RT, tem-se, 
(2.64) 
que e chamada forma reduzida, da equação constitutiva de materi 
ais elásticos. Portanto a função resposta T é completamente de 
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terminada por sua restrição ao conjunto dos tensores simétricos 
e positivos definidos, uma vez que~ é simétrico e positivo de-
finido. 
Outras formas reduzidas, podem ser obtidas, tais como: 
A fcç)1?, IC[) = R 
A 
I(~)[T, T(F) = F 
A 
T(C)FT. (2.65a-c) T(F) = F - - - -
Em termos do segundo tensor de Piola-Kirchhoff, a equ~ 
çao constitutiva (2.61) toma a forma: 
(2.56) 




Observa-se que IC[) e §C[), estão relacionados por, 
A 
I(F) = Po F S(F)FT 
p 
Materiais elásticos isotrópicos 
(2.68) 
Um material elástico é isotrópico, se existe uma confi 
- . A 
guraçao K, tal que a função T(F), referida a esta configuração, 
~ -
é isotrópica. Isto e: 
(2.69) 
para todo gradiente de deformação F ,a partir de K, e todo Q 
ortogonal. 
As formas reduzidas correspondentes 
para materiais elásticos isotrópicos sao: 
A A 
TCF) - ~ = I<Y), 
T(F) = - ~ 




onde Te T sao funções isotr6picas. 
Usando os teoremas de representação de funções isotr6-
picas, pode-se escrever, Q-~, Q-3:J: 
T(B) = 13 1 I + 13 2 B + 13 3 ~ 2 ' - ~ (2.71) 
ou ainda, 
T(B) I B 
-1 
= cj, 1 + cj, 2 + cj, 3 B ' - ( 2. 72) 
onde os 13i e <Pi são funções escalares dos invariantes de B. Ex 
pressões análogas existem para t<v). 
2.5. O problema de resposta dinâmica 
As equações derivadas anteriormente definem formalmen-
te, o problema geral de resposta dinâmica de um corpo elástico, 
apresentado a seguir sob diferentes formas. 
a) Forma diferencial (descrição Lagrangiana atualiza -
da). 
Dado o corpo elástico JB , de densidade p , sob a açao 
do sistema de forças C!, e) determinar o processo dinâmico (~,I) 
compatível com, 
-a.l - equaçoes de movimento, 
divT + pb = p~, TT = T; ( 2 • 7 3 ) 
a.2 - equações cinemáticas, 
F = R U = I + V1:;; (2.74) 
-a.3 - equaçao constitutiva do tipo, 
( 2 . 7 5 ) 
a.4 - condições iniciais 
!:1(~, o) = !:lo e~) 
V X E ]Bt (2.76) 
~ (?:' o) = ::o(?:) 
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a.5 - condições de contorno; definidas em a mt 
U (X, t) = ~ (:: , t) em S l X [ Ü , T] 
Tn = t em S 
2 
x [ O , T J , 
sendo s·1 ··U s 2 = aIBt. 
(2.77a,b) 
Não existem teoremas gerais que garantam a existência 
e unicidade de solução do problema proposto. Q_:[J . Inclusive al 
guns contra-exemplos demonstram a possibilidade de existênciade 
mais de uma solução deste problema. Portanto, nao se pode esp~ 
rar unicidade a não ser em casos particulares. Prova-se a uni-
cidade no caso de elásticidade infinitesimal, e no caso de car-
gas que tendem a zero. 
A forma variacional, ou forma fraca do problema(a)é o!:?_ 
tida a partir do princípio dos trabalhos virtuais (PTV). Para 
tanto, define-se: 
- campo ·de deslocamentos admisslveis 
o campo vetorial ~(~, t) definido em mt e um campo de desloca-
mentos admissíveis, se 
u ( x , t ) = u ( x , t ) em S 1 , 
- conjunto cinemáticamente admisslvel -
Kin = {u(x, t), tq u ( x , t ) = u ( x , t ) em S 1 } - -
espaço de variações admisslveis 
Var = {gc~, t), tq A ~(~, t) = O em S1} 
O deslocamento~, e chamado deslocamento virtual, e o 
A 
trabalho realizado sobre~ e o trabalho virtual. 
Portanto, o trabalho virtual das forças externas, in -
cluindo as forças de inércia é, 
W = [ ! . g ds + f-m p~. g dV -
amt =t 
dV. (2. 78) 
Pelo lema fundamental de Cauchy, tem-se 
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e usando o teorema da divergência, pode-se escrever: 
A 
t.u ds 




J ! . 
IBt 
grad u dV. 
( 2. 79) 
(2.80) 
(2.81) 
Como a primeira integral que aparece em (2.81) e iden-
ticamente nula, resulta finalmente, 
W = f !· grad u dv, 
IBt 
que e a expressao do princípio dos trabalhos virtuais. 
e 2 . s 2 ) 
b) Forma Variacional (descrição Lagrangiana atualizada) 
Dado o corpo elástico IB, de densidade P, sujeito a 
açao do sistema de forças C!, ~), determinar o processo dinâmi-
co (~, !), ~(~, t) E Kin e! simétrico, satisfazendo â equação 
constitutiva (2.75), âs condições iniciais (2.76), é a expres -





para todo u E Var. 
grad g dV = J !·g ds + 
oIBt 
(2. 83) 
Esta forma variacional é mais adequada â obtenção de 
soluções aproximadas do que a forma diferencial, uma vez que 
(2.83) fornece automaticamente um critério de aproximação. Além 
disto, o conjunto de soluções admissíveis foi ampliado, pois 
(2.83) exige menos regularidade que (2.73), daí a razão das 
terminologias: "forma fraca" e "forma forte". Sob iguais condi 
çoes de regularidades os problemas são equivalentes e as solu -
ções coincidem pontualmente, caso contrário as soluções coinci-
dem em quase toda parte, isto é, coincidem em todo domínio IBt a 
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menos de um conjunto· de medida zero. 
A 
Conforme observado anteriormente, em problemas de meca 
nica dos sólidos, normalmente é mais conveniente referir todas 
as grandezas a uma configuração fixa, fo· 
Referida a esta configuração a expressao (2.82) do PTV 
e: 
0ext = J !o·V~ dv 0 
JB o 
onde !o e o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff e~ 
Introduzindo o segundo tensor de Piola, S 
finido em ( 2 . 5 2 ) , tem-se: 
A I ~~-VQ I T A Wext = dV 0 = ~-~ V~ dV O , 
JB o JB o 
que pode ser escrita na forma, 
0ext = I ~-~ dV 0 , 
JB o 
onde, 
E=} (Vu + VuT + VuT Vu), 
( 2. 84) 
= 1d (~ ' t) . 
-1 
= ~ ! 0 , de-
( 2 • 8 5 ) 
( 2 • 8 6 ) 
e o tensor de Green-Lagrange referido a configuração 
Referido a esta configuração o problema (b) 
formulado do seguinte modo 
fixa K O • 
pode ser 
c) Forma Variacional (descrição Lagrangiana total). 
Dado o corpo JB , com densidade Po., sujeito ao sistema 
de forças (!
0
, ~), determinar o processo dinâmico Cu, S) 
~ 
~(~, t) E Kin e S simétrico, satisfazendo a: 







f Po~ · ~ 
dV O + S.E dVo = ! o· 1: ds 0 + Po b.u dV 0 , 
JB o 3IB o JB o l!h (2.87) 
para todo u(x, t) E Var, 
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-c.2 - equaçao constitutiva, 
S = S CE) (2. 8 8 )_ 
c.3 - condições iniciais: 
~(~' o) = u 0 (X) l 
I V- ~ E ]B O • i'.i·cx , o) = v, ex l - -
(2 . 8 9 ) 
Notar, que neste caso a equaçao constitutiva deve ser 
expressa em termos de Se nao em termos de T· Os conjuntos Kin 
e Var são definidos em termos de u(X) e Gcx), referidos i confi 
guração fixa ~o· 
d) Forma Variàcional incremental 
O problema geral da elastodinâmica é fortemente nao li 
near. A nao linea~idade decorre da consideração de grandes de-
formações, e da equação constitutiva. Os métodos de resolução 
de problemas não lineares, geralmente implicam num processo de 
perturbação, onde o problema rião linear é decomposto numa se-
quência de problemas lineares, ou melhor, linearizados. 
Em teoria da e"1asticidade é comum considerar a forma 
incremental linearizada das equações do movimento, corresponde~ 
te a pequenas perturbações sobre um estado inicial conhecido.Es 
ta forma incremental tanto pode ser usada para obtenção de sol~ 
ções aproximadas, como no estudo de estabilidade elástica infi-
ni~esimal, estática ou dinâmica. 
O esquema incremental, visando a obtenção de solução 
aproximada num intervalo fechado [O, T] , pode ser construído 
da seguinte maneira [l. 9] , [1 o] , [11] . O intervalo [O, T J e 
dividido em N intervalos tt = T/N. Supondo que o processo din~ 
mico, ( ~i' ~i), é conhecido nos instantes discretos:ti=itt , 
i=0,1,2 ... n, procura-se determinar Cu+·, S + ), correspondente -n 1 -n 1 
ao instante seguinte, tn+i = (n+i)tt. 
Portanto, ·tem-se: 
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~n+1 (~) = s e x) + se xl , -n -
~n+l (~) = E (X) + E:(X) + n(X), (2.90a-c) -n -
onde u , S , E -n+1 -n+1 -n+1 
deformação incógnitos, 
figuração fixa K 0• u e 
são de X para X+ . 
sao os campos de deslocamento, tensão e 
na configuração ~n+l' e referidos a con-
S são acréscimos de deslocamento e ten -
"'TI ""TI 1 
~ e D são respectivamente a parte linear 
e nao linear, do acréscimo de deformação, em termos do acrésci-
mo de deslocamento: 
Vu + VuT Vu) 
-n 
n = l (VuT Vu) 
2 (2.9la,b) 
Partindo da expressão do PTV correspondente a configura-
çao~n+1' 
= I (~n + S).<% + S)dVo = Qn+i 
]B o 
(2. 92) 
e, tomando a aproximação linear da equaçao constitutiva (2.88), 
a partir de X , n 
S = ~n [~]' 
obtem-se a forma incremental linearizada da expressao do PTV,. 
f ~n [~] • ÊdV o + f S • n dV 0 -n - -f S .~ dV 0 , -n - (2. 93) 
]B o ]B o ]B o 
A solução de (2.93), fornece uma primeira aproximação 
dos incrern2ntos de deslocamentos e tensão Cl:, ~). Aproximações 
superiores, podem ser obtidas realizando-se iterações dentro de 









( O ) ( 1 ) 
u = u e u = u. 
-n+1 -n 
Pode-se, então, construir a forma iterativa 
f ~~:; [ ,§ ( k) J . ~ ( k) d V o+ I (k-1) A s . Tl -n+1 -
' 
dV =WCk)_Jsck-i) .~Ck)dv 
o n + J -n + J - o ' 
IBo IBo IBo (2.95) 
em que k e 
vergência é 
eia fixada. 
a ordem da iteração que está sendo realizada. Con -
. 'd ll~(k) li -atingi a quando _ for menor que uma toleran -
Do ponto de vista computacional e mais conveniente um 
esquema iterativo simples, onde apenas o termo independente da 
equaçao e modificado de uma iteração para outra, ou seJa, 





- S . E dV 0 -n+1 -
IBO 
(2.96) 
Substituindo W pela sua expressao, pode-se escrever n+1 
(2.96) na forma explícita: 
f 
.. (k) A 
PoU + .u -n 1 -
IB o 
+ J s . n -n -
IB o 
J 
A . I A J (k-1) A 
!o·'.: dS 0 + Po~·'.: dV 0 - ~n+i •f 





Que é uma expressao comumente usada na obtenção de so-
luções aproximadas. No capítulo IV serão obtidas aproximações 
de elementos finitos, correspondentes a esta expressão, visando 
o estudo de um problema específico de vibrações de cascas axis-
simétricas. 
2.6. Estabilidade dinâmica 
O problema de estabilidade, consiste em determinar se 
o processo dinâmico Cu, S) , definido em IB O x [O, 00) compatível 
com as leis fundamentais da mecânica, e satisfazendo as condi -
ções de contorno e às condições iniciais (~ 0 , ~ 0 ), é ou nao es-
tável a pequenas perturbações nas condições iniciais (~ 0 , ~ 0 ). 
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Entendendo-se estabilidade no sentido de Liapunov, po-
de-se afirmar que (~, ê) é estável, se todo processo dinâmico 
compatível (~,§),com condições iniciais (~ 0 , y0 ), permanece 
próximo a(~,~) para todo t > O. 
Formalmente, diz-se que (u, S) e estável segundo Liap~ 
nov se: 
a) Existe um numero positivo y, suficientemente peque-
no tal que, para todo (~ 0 , ~ 0 ) satisfazendo a condição: 
+ ll~o - ~ollo < Y, 
o processo (~, 
ra todo t > O. 
~), correspondente a Cu , v ), e determinado, pa-
-- - o ..., o 
tem-se 
Onde, 
= I ~-:: dV,. 
]B o 
b) Para todo E> O existe ô < Y, tal que, para 
ll~o-~ollo + 11 ~ o - ~ o 11 0 < o , 
+ li~ - êllo < E ,para todo t > O. 
O processo (~, êl, estável segundo Liapunov, e assintó 
ticamente estável se, 
c) Existe cr < Y suficientemente pequeno, tal que, 
11::o - ~ollo + ll~o - ~ollo < cr, 
implica em 
lim { 11 ~ - ~ 11 0 + 11 ~ 
t+ 00 
êllo}=O. 
Como o tensor de tensões S está relacionado com o ten-
sor de deformações~' através da equação constitutiva (2.88), e 
E está relacionado com o campo de deslocamentos~ através das 
equaçoes cinemáticas, estabilidade em relação ao campo de deslo 
camentos implica em estabilidade em relação ao campo de tensões, 
sempre que 
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I [ê(~) - ê(~)J. (~ - ~)dVo > O, V E ~ E. 
IBo 
Estabilidade infinitesimal 
Através de uma mudança de variáveis, semelhante a 
(2.90), obtem-se a forma variacional correspondente a expressao 
(2.87) do PTV, que permite o estudo da estabilidade do processo 
dinâmico (~, êl. 
Define-se, então, a seguinte mudança de variáveis, 
~<:::, t) = u(X, t) + ÍIU (X , t), 
S(X, t) = S(X' t) + llS(X, t) ' 
E(X, t) = E(X' t) + E(X' t ) + ~ (~' t), 
Ü(X, t) = u(x' t) + llü(;,c, t), (2.98a-d) 





+ J ~. 5 dV O = 
]B o 
I Po~,g dVo -
]B o 
I ~. ~ dV o ' 
IBo (2.99) 
= J ! º . g ds º + 
aJB º 
como o segundo membro de (2.99) é idêntico a zero, por ser a 
expressao do equilíbrio correspondente ao processo (u, S),tem -
se: 
I llS.(Ê+n)dVo r f P 0 Íl~.Q J A A dV 0 + + ~-~ dVo = o (2.100) 
IB IBo - o IB o 
que e a forma variacional não linear. A análise da estabilida-
de de(~, ê), pode então ser feita pelo estudo do comportamento 
da solução (tu, l\S) de (2.100). - -
A forma linear associada a (2.100), 
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+ L~(t)[:;J·~ dVO + L~·6 dVO = o, 
o o (2.101) 
permite o estudo da estabilidade infinitesimal de (~, S). Sob 
certas condições a estabilidade infinitesimal, implica em esta-
bilidade, conforme será visto no capítulo V. 
Em geral, a equaçao (2.101) possui coeficientes variá-
veis com o tempo. Apenas no caso de estabilidade de um ponto 
de equilíbrio, em que~ e§ são independentes do tempo, e que 
(2,101) tem coeficientes constantes. Uma situação particular -
mente interessante ocorre quando~ e§, são funções periódicas. 
Neste caso (2,101) tem coeficientes periódicos, e surgem probl~ 
mas de ressonância,paramétrica e/ou combinatória, que serao es-
tudados no capítulo V deste trabalho. 
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III. TEORIA DAS CASCAS 
3.1. Introdução 
O problema geral da dinâmica de corpos elásticos, pro-
posto no capítulo anterior, está apresentado numa forma genéri 
ca, independente do sistema de coordenadas escolhido para des-
crever a geometria do.corpo, e representar as grandezas fÍsi -
casque intervêm, neste problema. Entretanto, no estudo de 
uma situação concreta, é imprescindível a fixação de um siste-
ma de coordenadas apropriado em relação ao qual será descrito 
o movimento, e medidas as componentes das forças, das deforma-
çoes e das tensões atuantes sobre o corpo. 
Em bases cartesianas ortogonais (§ 1 , § 2 , § 3 ), vetores 
e tensores têm a seguinte representação: 
u = U, e. 
l -l 
b = b. e. 
l -l 
t = t. e. 
l -l 
E = E .. (e. ® e. ) , 
l] -l -J 
T = T .. (e. ® e. ) , (3.la-e) 
l] -l -J 
onde ( e . ® e . ) ; 
-i -J 
i, j=l, 2, 3; é a base cartesiana dos tensore& 
(Neste capítulo, Índices repetidos indicam somação. Indices ro 
manos assumem os valores 1, 2, 3, e Índices gregos 1,. 2) . 
As componentes E .. do tensor de deformação de Green-La 
lJ 
grange, e as componentes das equações do movimento, em bases 
Cartesianas, sao respectivamente: 
e 





(u. . + u. . + uk . uk . ) , 
l,J J,l ,i ,J 
T . , . + p b , = p .ul. 
l] , J l 




( 3. 2) 
( 3 . 3 ) 
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Dependendo da geometria do corpo, sistemas de coordena 
das curvilíneas podem ser mais convenientes do que sistemascar 
,tesianos. Entretanto a determinação das componentes dos tens2 
res de deformação, e das equações do movimento em coordenadas 
curvilíneas não é tão simples quanto no caso de coordenadas car 
~tesianas, pois no cálculo das componentes das derivadas deve-
tores ou tensores, representados em bases variáveis (co-varian 
tes ou contra-variantes), derivam-se não apenas as componentes 
mas também os vetores da base (derivadas co-variantes ou con -
tra-variantes). 
Para cascas delgadas, que sao corpos cujas partículas 
se distribuem na vizinhança de uma superfície S, com uma espe~ 
sura h, pequena em relação às demais dimensões, o sistema de 
coordenadas mais adequado é o sistema intrínseco de S, tanto 
do ponto de vista geométrico quanto estrutural, pois a superff 
cie média define não apenas a forma mas também o comportamento 
da casca como uma estrutura, isto é, a sua capacidade de resis 
tira determinadas solicitações mecânicas. 
Neste capítulo são obtidas as componentes do tensor de 
deformação de uma casca, referidas ao sistema intrínseco da 
superfície média, entendendo a casca como um corpo tridimensi2 
nal. Através das hipóteses de Kirchhoff-Love, reduz-se adi -
mensão referente à espessura e obtem-se a teoria não linear d~ 
cascas delgadas proposta em [} U . No final do capítulo estes 
resultados são aplicados as cascas axissimétricas em geral e 
às cascas cônicas em particular visando as aplicações dos capf 
tulos seguintes. 
3.2. Resultados da teoria das superfícies 
A equação de uma superfície, em coordenadas cartesia -
nas, e: 
(3. 4) 
onde a 1 e a 2 sao parâmetros reais, e definem um sistema de 
coordenadas curvilíneas sobre S, através das curvas: a 1 cons -




/ °'2 constante 
""' °'' constante -
Fig. 3.1 - Coordenadas intrínsecas de uma 
superfície genérica 
Admite-se que S seJa suficientemente regular, de sorte 
que as derivadas 
ax 
= -,- e ;<:, 2 = 
o C( 1 
ax 
ªª 2 
existem e sao linearmente independentes. 
e 3 . s) 
Serão usados os ·seguintes resultados da teoria das su-
perfícies, ~2-z~ 
i) Vetores unitários do triedro intrínseco 
!1 = ~,1/l~,11 
t2 = ~,dl~,21 
n = t1 Í\ _!d 1_!1 Í\ t2 I (3.6a-c) 
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ii) Primeira forma fundamental 
e 3. 7 l 
onde 
gyl3 = X, .X 'l3 , 
- y ·-
( 3 . 8) 
sao chamados primeiras grandezas fundamentais da superfície 
ou parâmetros de primeira espécie; 




13 K = y n 
da da 
13 gyS y 
e 3. g l 
onde 
L = ~'y"'.:'13 = - ~'y13·!: ' yS 
(3.10) 
são chamadas segundas grandezas fundamentais da superfície, ou 
parâmetros de segunda espécie. 
A teoria de cascas apresentada neste trabalho, sera 
formulada em coordenadas intrínsecas ortogonais, coincidentes 
com as direções principais de curvatura, [}6] . Neste caso, 
y f. s 
L l3 = - X 
13
.n = O, 
y -Y -
y f. s (3.lla,b) 
e, em conseqüência tem-se: 
i) Vetores unitários do triedro intrinseco 
t1 = ~, 1 / A1 A1 = i:".(,1[, 
!2 = 0;,2/A2 A2 = [:".(,2[, 






ii) Primeira forma fundamental 
iii) Curvatura normal 
= l/R1 e 
curvatura 
(Af/R1 )(da 1 )
2+ (A~/R 2)(da 2)
2 
Ai(da 1)
2 + A~(da 2)
2 
k2 = l/R 2 , curvaturas principais, 
principais da superfície. 
iv) Derivadas doa vetores unitários 
ª!1 1 3A1 AI 
= !2- n 
ºª1 A2 ºª2 R1 -
ª!1 1 3A2 
= !2; 
ºª2 A1 ºª1 
ª!2 1 aA1 
= ! 1 ; 
ºª1 A2 ºª2 
3t2 1 3A2 A2 
= t1 n 
3a2 A1 3a1 R2 







vJ Condiçpea de Gauaa-Codazzi, 
1 3A1 a ( :: l = R2 3a2 3a2 
1 3A2 a l ::) R1 ºª1 3a1 
(3.13) 
(3.14) 
e R1 e R2 
(3.15a-f) 




e conhecida como condição de Gauss, e e obtida de ! 1 , 12 =! 1 , 21 
3. 3. Descrição do mo·vimento de uma Oasca como um corpo 
Seja P* um ponto qualquer da Casca, na configuração de 
referência C0 , e P a projeção de P* sobre S 0 • Pt 
_de P* em Ct e Pt e a imagem de P em St, Fig. 3.2. 
-e a 
Fig. 3.2 - Descrição do movimento de uma casca 
em coordenadas intrínsecas da supe~ 
fÍcie média 
imagem 
Chamando de (~ 1 , ~ 2 , ~ 3 ) a base anteriormente definida 
como <!,, ! 2 , n) pode-se escrever 






·a • (3.18) 
' 3 
como sendo o gradiente de u•'• em rela 
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çao a base C':1'':2'':a), e a= Cal! a 2,0 tem-se, 
Vu''' 1 = Vu''' 1 17 ~1x,·, - x,·, - g -
- Cálculo de Vu'' 1 - a 
3 
Como u :': = I u 1: a. ' então 
i=l l -l 
3 3 3 
v u '' I =V e I u ~' ª . ) = 1 v eu 'f ª. ) = I eª. ® - ~ . l l- l . · 1 l- l . l - l 
~ l= i= l= 
3 
V u n + I u ~'V a . , 
i . l i -l i= 
(3.19) 
(3.20) 
e considerando as expressoes (2.15), das derivadas dos vetores 
unitários, chega-se a matriz de V~*ja• 
r· au:': 3 
A1 Ln eu,,) A2L12 eu,,) ar-
[ V~'' la J 
dU ~ 
= A11 21 eu,,) A2L22 (u''') ar- (3.21) 
ilu '' 
eu,,) A21 32 C1/') 
3 
A1 L ,1 ar-
sendo, 
1 a u'' u :': ilA 1 u:': 1 2 3 
111 (u*) = + -- + 
A1 ªª1 A1A2 ªª 2 RI 
1 i)u ,, 1 ilA 2 1 u:" 112 ( u ,., ) = - -- 2 
A2 a a 2 A1A2 a a 1 
1 i)u '' 1 ilA1 2 u :': 121 ( u ,, ) = - -- 1 
A1 ªª 1 A1A2 ªª 2 
1 d u ,., u* ilA 2 u1: 2 1 3 
122 (u''') = + + 
A2 ªª 2 A1A2 ôa1 R2 
1 ôu'' U ,:e 
eu,,) 3 1 L31 = 
A1 ôa1 R1 
1 ôu'' u''' 
L,2 (~'') 
3 2 
= -- - (3.22a-f) 
A2 ôa2 R2 
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- Cálculo de 11:: lx;, 
Como se conhece X* como função de:;, e nao o contrário, 
g como função de f'\ as componentes de V:; j x,·, são calculadas a-
través da equação 
Vglx* = (V~*lg)-1, 
Uma vez que X'' e nao singular, obtendo-se assim 
onde, r 1 = 1/(1 + ~) R1 
:J 




De (3.19), (3.21) e (3.24), obtem-se finalmente a ma-
triz de v:;1 1'~,·, dada por, 
r au''' ( u ;, ) r 2L12 (u ;, ) 1 r1 Ln a E, 
au ;, 
[vi/' J r 1 L21 (u''') r2L22 ( u ,., ) 2 (3.25) = a E, 
:Ju1• 
3 
r1 L31 ( 1/') r2L32 (~1') ~ J 
Conhecidas as componentes do gradiente dos deslocamen-
tos, pode-se, facilmente, determinar as componentes dos tenso-
res de deformação. 
No caso do tensor de deformação de Green-Lagrange, a 
matriz [ :§] é obtida, substituindo ( 3. 2 5) na expressão abaixo 
(3.26) 
Até aqui estudou-se o movimento de um corpo, sem a in-
trodução de qualquer hipótese própria à teoria das cascas. Os 
resultados, assim obtidos, são aplicáveis a sólidos, onde a es 
pessura e da mesma ordem das demais dimensões. Para o estudo 
de cascas delgadas, algumas hipóteses ou restrições sobre o mo 
vimento, são cabíveis, [17,25-31] 
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8.4. Hipóteses de Kirchhoff-1ove 
1) As normais à superfície média não deformada, perma-
necem retas após a deformação. 
Esta hipótese impõe a seguinte restrição ao campo de 
deslocamento: 
ui• = u + i; 8 (3.27) 
sendo, 
3-u''' 
8 = (3.28) 
ai:; i; = o 
conseqüentemente, 
( 3. 29) 
sendo as matrizes de H0 e ~ 1 , dadas por: 
r 1 111 (u) r2112 (u) 81 
(3.30) 
r r, L,, ( ê) r2112 (S) o 
[~1 J = r 1121 (S) r2122 ( 8) o (3.31) 
L_r1131 (~) r2132 (8) o 
Neste caso o tensor de deformação de Green-1agrange é, 
E = Eo + i; ~1 + i; 2 E2 (3.32) 
com, 
1 ~~ T Eo = 2 C~o + + HoHo) 
1 
HI 
T T (3.33) 
~l = -(H1 + + HoH1 + H I Ho) 2 -
E2 
1 ~r H1 = 2 
Uma teoria de cascas baseada apenas nesta hipótese se-
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ria adequada a cascas espessas. Nesta teoria os deslocamentos 
de um ponto qualquer p,•,, da casca, são definidos em termos de 
dois campos vetoriais independentes u e§, definidos na super-
fície média. 
2) Casca delgada 
h 
Se a casca é suficientemente delgada, então R· « 1, e 
. . . l -
conseqüentemente pode-se fazer as seguintes simplificaçoes: 
r1 = 1/ ( 1 + 3-) :;; 1, R1 
r2 = 1/(1 + 3-) :;; 1, 
R2 
E 33 = S3 + .!( s 2 2 1 + s: + S;) = o -> S3 = @<sf ,sp. 
(3.34a,b) 
3) Pequenos deslocamentos no interior da casca. 
Esta hipótese equivale a admitir não linearidade nas 
deformações da superfície média, (relativas ao campo~), e li-
nearidade nas variações das curvaturas, (relativas ao campo@), 
Admite-se, portanto 1§1 = ~(s), e considerando que 
S3 = &(Sf, s:) conclue-se que S3 = @(s 2 ), ou seja, Sa • O, re-
sultando a seguinte restrição sobre o campo de deslocamentos, 
u ;, 1 = U1 + S1 , 
u ~·: 2 = U2 + s 2 , 
u 1: 3 = U3, (3.35a-c) 
4) As normais à superfície média nao deformada perman~ 
cem normais, após a deformação. 
Equivale a: 
1 =· 2 (112 (~) + S2 + 112 (u)S1 + 122 (u)S2) = O, 
(3.36a,b) 
e, em conseqüência das hipóteses anteriores, 
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B 2 = (3.37a,b) 
De acordo com estas hipóteses, as Únicas componentes de 
deformação não nulas são: EaB' B=l,2, a=l,2, isto é, 
E= Eº+ i; E1 ( 3 • 3 8 ) 
com Eº e E 1 dados por: 
aB aB 
1 
= 2( 1aS(u) + 1 Sa(~) + 1 ja(~) 1 jS(~)), 
1 
E~B = 2(KaB(§l + KBa(§ll , (3.39a,b) 
sendo 1jB(~) definido em (3.22a-f), e Kas<§l dado pelas expre~ 
sões seguintes: 
1 a 132 (ul aA1 
Ku (B) = ( 1,1 (u)) -
1 a 1,2 (u) aA2 
K12 (Bl = --(1,1 ( u) ) + , 
A2 aa2 A1A2 ªª1 
1 a 1 ,1 (~) aA1 
--(132 ( u) ) + K21 (S) = 
A1 dct2 A1A2 aa, 
1 a 1s1 (u) aA2 
K22 (Bl = --(132 (u)) - (3.40a-d) 
A2 aa2 A1A2 aa1 
Neste nível de simplificação, conseguiu-se reduzir o 
problema originalmente tridimensional, ,a um problema bidimen-
sional, onde os deslocamentos de qualquer ponto da casca podem 
ser expressos em termos do campo de deslocamentos u da superff 
cie média. As expressões (3.39a,b) das componentes de deforma 
çao e de variação da curvatura da superfície média caracteri -
zam a teoria não linear de cascas delgadas proposta por Novoz-
hilov I} f]. 
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3.5. Equações de Equilíbrio 
As equações de equilíbrio serao obtidas a partir do 




= Jr Po!;>-~ 1'dVo 
eº 
(3.41) 
Nesta expressão, :[' 1' representa o primeiro tensor de 
tensões de Piola-Kirchhoff, e q força por unidade de área na 
configuração C0 • 
Considera-se inicialmente o problema de casca espessa 
e posteriormente o de casca delgada. 
a) Casca espessa 
Neste caso~*=~+ s ~,sendo~ e S independentes,co~ 
-seqüentemente a expressao do P.T.V. pode ser escrita como: 
I f I r,·,.c~º+.<; H i ) A 1 (l+R\) s da 1 da 2 A2(l+R 2)d,; = 
Cll C12 S 
= I ª J ª2 J s p b. c~+s S) s A1 ( 1 +Ri) s A2 C l+R;")d,; da1 da2 + 
f f !i · (~+,;~) A 2(l+é2)dl;da2+ 
a 1 ,; 
onde 1+ e q representam trações nas superfícies externa e in-
terna, e !i e ! 2 são trações nas bordas a 1 constante e a 2 cons 
tante respectivamente. 
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Introduzindo as definições dos esforços e momentos uni 
tários, 
r i; Ni: = 1 Ti•. (1 + Rldi;, a i- s iS ) i; ii3 a 
~·, 
,.Llc 1 Í)ctl;. N. = I T* (1 + + l3 R1 R , i; is 2 
w·, I T*. i; ( 1 + i; i- s ; (3.43a-c) = Rl ds ' a iS i; iS o: 
resultantes das tensões 






ªs constante, e conside -
em (3.30) e (3.31), obtem 
se, apos integração de (3.42) ao longo da espessura, 
I I ph!(a 1 ü.Ú. - l l ai a.2 






+ a2S-Ú. + a 2ü.S .. + a,S-S-}',A2do:,do:2 + l l l l l l~ 
p.u. + pha2b-S. + m.s.JA, A2 do:1 do:2 + 
l l l l l i-1" 
A A 
u. + MO:: S . l A, do: 1 , 
l 12 l 
(3.44) 
onde foram introduzidas as seguintes variáveis auxiliares: 
h h 2 l J:...) h2 3h 2 ) a1 = 1 + a2 = 12 (Ri + ; ª' = 12(1 + 12R1R2 R2 20R1R2 
+ h h q-:- ( 1 h h P· = q. ( 1 + 2R
1
)(l + 2R 2) 
+ - 2R1)(l 2R2) l l l 
h [ + h h q-:-c1 h 2~ J· m. = 2 qi(l + 2R)(l + 2R) - - 2R) (1 l l 
(3.45a-e) 
Substituindo em (3.44), as expressoes de Lij( ) dados 
por (3.22), após integrações por partes, obtem-se: 
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- Equações de equilibrio: 
oA 
N
... 2 - .• -- + 
22 aa.1 
.. 
N•'• A A 
3 1 1 2 
R1 
2) p 0h A1A2 (a1 Ü2 + a 2S2 )= 
a a aA2 
-(A N* )+ -(A N* l+ N* -aa.1 2 21 aa.2 1 22' 12aa1 
Ni• A A 
3 2 1 2 
R2 
N'' 2 2 ) + --
R2 
4) P h A A (a U •• + a ·s· )- -
0-(A M* )+ - 0-(A M* )+ 




- M'2'2-- - N'1'3A1A2+ 
dCl.J 
a a aA2 
-(A M'' ) + -(A Mi, ) +Mi, - -
ªª1 2 21 ªª2 1 22 12 ªª1 
aA 
M.,. l - .. --
li ªª 
2 
M'' 1 1 




- N•'• A A + 
2 3 1 2 
M* A A 
32 1 2 + A A ( h 
R 1 2 P o 
2 
a 
-(A Mi, ) 
ªª 2 31 
a + -(A Mi, ) -








Ni, = ff,:, ou u. = u.' J_ J_ 1 J_ 1 J_ 
Mi, = IF; ou s . = s. .. 





2) no bordo a 2 constante, 
N;, = ff,': ou 
12 l2 
M;, = Mt: ou 
12 12 
b) Casca delgada 
Considerando que Rh· « 1, 
l 











que§ = ( s í ' S2 ' o) ' re -
q. e os esforços e momen-
l 
tos resultantes são agora definidos como, 
N'' = J Tfj ds lJ 
s 
M;, = J T~S s ds aS 
s 
resultando: 
- Equações de equilíbrio: 
+ 
a 
-(A N''' ) · 1 1 2 
ªª2 
= a (A N~) -ª-cA N*) 
ªª1 2 21 + ªª2 1 22 
+ 
N~2 A1 A2 
R2 















0-CA w·, ) + - 0-CA w·, ) -
ªª i 2 31 aa, 1 32 
N;, 
22 ) + --
R 2 
+ 
4) - M•'• 22 
oA 
__ 2_ -N ~·: 
a l3 
ªi 




+ Mf: -- -
12 ªª1 
6) A sexta equaçao desaparece, uma vez que S3 = O. 
- çondições de contorno 
(5.SOa-e) 
As integrais resultantes nos bordos a 1 constante e 
a 2 constante são respectivamente, 
r 
J [<Nf\ - Nf'1 )G. 1 + <N~1 - N't )u. 2 + <Nf1 - N~\ );:; 3 J A2 da 2 + 
a 2 








- N* )u + <N* - N'* )G 
22 2 . 12 12 1 
f 
[ (Mf• - 22 
a 1 
+ (Nf• - N'")u ] 








, correspondentes ao bordo 
a 1 constante, e Nf'2 , N1 2 e My 2 , correspondentes ao bordo a 2 con~ 





são funções de~, dados por, 
B 2 = - L 32 [ l! ] = U2 + R' 
2 
(3.53a,b) 
Deste modo as condições de contorno adequadas sao obti 
das das seguintes maneiras: 
1) na borda a
1 
constante - substituindo em (3.51), S2 




-,- , obtem-se entao 
ºª 2 
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N''' = N~·: ou u1 = u1 i 1 l l 
Mi• 
Vi• V~': - e v,·, N•'• ~) = ou u = u = + 21 21 2 2 , 21 21 R2 
1 
a11i, 
V* = \ji, ou u3 = u3 ( v,, = Ni• + 
__ 21_) 
; 31 31 3 1 3 l A ªª2 2 
w·, = fI,·, ou 81 = 81 (3.54a-e) 1 l 11 
2) na borda a 2 constante - substituindo em (3.52), 81 
por sua expressão (3.53a), e integrando por partes o termo em 
au3 
, obtem-se finalmente, 
V'" = 12 v,·, l 2 
v,·, 
32 
= \ji, 32 




N''' 22 ou 
ul = ul 
u2 = u2 
, ( v,, = 1 2 N•'< 1 2 
e vi, 32 = N'" 3 2 
M'2'2 = M'2'2 ou 8 - B 2 - 2 





Admite-se que o material da casca é elástico homogêneo 
e isotrÓpico, com equação constitutiva dada por, 
S = (À tr E) I + 2µ E (3.56) 
isto e, uma relação linear entre o segundo tensor de tensão de 
Piola-Kirchhoff e o tensor de deformação de Green-Lagrange. À e 
µ sao as constantes de Lamé. 
Observa-se que esta equaçao está de acordo com o axio-
ma de indiferença material, uma vez que~ e E se transformam i-
gualmente com mudanças de referencial, ou seja: ~i, = ~ e ~,·, = E. 
Em termos do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff, tem -
-se: 
T* = F(l tr E I + 2µ E) 
como F = I + vu, resulta, 
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T* = (1 tr E)I + 2µ E+ Vu(1 tr E I + 2µ E) (3.57) 
Para se obter relações constitutivas entre os esforços, 
resultantes, N•:•. e M~'. , e as deformações, basta substituir nas · 
lJ lJ 
(2.43), a expressão Tt., obtida a partir de (2.57). 
lJ 
No caso de cascas delgadas, deve-se considerar ainda 
que S 33 = O, e portanto (2.56) pode ser escrita, em componentes, 
como: 
E 
S11 = 1-vz-CE11 + \) E22 ) , 
E 
S22 = l-v2 (E22 + \) E 11 ) , 
8 12 8 21 
E 
E,2 (3.58a-c) = . - 2 ( 1 +v ) , 
sendo que as demais componentes de deformação sao nulas. E e 
o módulo de Young e v o coeficiente de Poisson, e estão rela-
cionados com À eµ, por: 
obtem-se: 
E= y(31 + 2µ) 
À + µ 
\) = 
Definindo-se, 
2(1 + µ) 
M = ctB 
À = 
µ = 




2(1 + v) 
E 11 ) 
N 12 = N 21 = 
Dfü(l-vl Eº 2 12 
M11 = Df(E:, + \) E~:,l 





= 2 E12 ' U.6üa-f) 
sendo E~S deformação na superfície média, e E~a variação da 




3. 7. Casc·as de re·volução 
12 ( l-v2) 
(3.62a,b) 
Quando a superfície média é uma superfície de revolu -
çao, geralmente se admite como curvas coordenadas, os meridia -
nos e círculos paralelos. Na figura 3.3, um meridiano está de-
finido pela .curva 8 = constante, e um círculo paralelo pela cur 




Fig. 3.3 - Elementos da superfície de revolução. 
Meridianos, círculos paralelos e raios 
de curvatura. 
Em termos destas coordenadas, a primeira forma funda -
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mental da superfície é, 
C3.63) 
onde R1 ·é o raio de curvatura do meridiano e R0 é o raio de cur 
vatura do círculo paralelo. 
Pode-se, então, fazer as seguintes identificações de 
elementos da superfície de revolução com os elementos da super-
fície genérica estudada anteriormente, 
Ro = A2 . C3.64a-d) 
Além destas, são comumente usadas as relações 
Ro = R2 sen </>, 
dRo 
= tt R1 cos </>, C3.64a,b) 
onde R1 e R2 sao os raios de curvatura principais. 
-
Como Ro , R1 e R2 sao independentes de e , as expressoes 
C3.22a-f) ficam reduzidas a: 
Bll Cu) 
1 dliJ + U3 B 12 Cu) 
1 dli] cos </> 
= R-;- ; = Ro ae - U2 R1 o</> Ro 
B21 ( u) 
1 dli2 B22 Cu) 
1 CdU2 
</> + </> U3) = R-;- ~ 
; = Ro + cos li] sen ae 
831 (u) l:_(0U3 li 1 ) ; B 32 Cu) 
1 (dU3 </>) = = - U2 sen R1 acp Ro ae 
onde L. C ) foi substiuido por B. C ). 
ia ia 
C3.66a-f) 
E, as expressões C3.40a-d), particularizadas para cas-
cas axissimétricas são: 
C11 CS) = 
1 a 
Ri acj,CB,1 Cu)) 
C12 CS) = 
l a B 32 (~) 
Ro ae(B,1 Cu)) + R,Ro 
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C21 (S) 
1 a (u)) = ~ ~(832 ; 
1 a 831 Cu) ôRo C22 ( s) = - 1f;;- 38(832 ( u) ) - ~ R1 Ro (3. 67a-d) 
onde KaSC ) foi substituído por CaS( ). 
Portanto, as expressões das componentes de deformação 
e das componentes de variação da curvatura da superfície média 
de uma casca axissimétrica sao, respectivamente, 
Eº AaS 
1 
8. 8 ·s, = + aS 2 Jª J 
E1 X 1 ) = = 2< caS + CSa aS as (3.68a,b) 
onde, 
(3.69) 
com 8.S = 8.S Cu) e C f3 = 
J J - a 
CaS (S), dados por (3.66a-f) e 
(3.67a-d). 
No caso específico de cascas cônicas, R1 = 00 , admite -
se como coordenadas a 2 = 8 e a 1 = s, onde sé um comprimento me 
dido sobre o meridiano. 
Neste caso, tem-se: 
811 = 
au1 
812 = J:._(au1 - sen a U 2) ; as R, ae 
821 = 
au2 
8 22 = J:._(au2 + sena U1 + cosa U 3 ) ; as Ro ae 
8 31 = 
au3 ; 8 32 = J:..< au 3 - U2 cosa); (3.70a-f) as Ro ae 
e' C11 = 
a 2u3 - as' 
e 12 1 a
2u3 OU3 U 2) = - -- CRo aeas sena ae + sena cosa 
Ro 2 
C21 
1 a 2u3 au2) = - R-;;- Caeas cosa as 
e 22 1 (0U3 au2 + Ro sena au 3) . ( 3. 7 la-d) = - R-;;- - cosa ae ae 2 as 
Nesta expressão, a é o semi~ângulo da superfície cônica. 
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IV. VIBRAÇÕES E RESPOSTA DINÂMICA DE 
ROTORES DE CASCAS 
AXISSIMÉTRICAS 
4.1. Introdução 
Em muitas aplicações de engenharia, certos sistemas de 
rotores sao constituídos essencialmente de cascas de revolução 
(principalmente cilíndricas), girando em torno do eixo longitu-
dinal. 
Para dar uma idéia geral destas aplicações, citam-se a 
seguir algu~s rotores deste tipo, com suas principais caracte 
rísticas: 
a) Moinhos de pelotização de grande porte. 
Características: comprimento = 10m, diâmetro = Sm, 
velocidade de operaçao ~ 20 rpm, 
função - trituração 
aplicação - indústrias de mineração. 
b) Moinhos de bolas de pequeno porte. 
Características: comprimento= 2m, diâmetro~ lm, 
velocidade de operaçao ~ 50 rpm, 
função - trituração 
aplicação - indústrias químicas. 
c) Turbinas a gas 
Características: comprimento~ lm, diâmetro~ 0,6m, 
velocidade de operaçao = 5000 rpm 
função - propulsão 
aplicação - indústria aeronáutica 
d) Centrífugas 
Características: comprimento= 0.80m, diâmetro= 0.20m 
velocidade de operação= 15.000 rpm 
função - separação de componentes 




Características: comprimento::: 0.70m, diâmetro::: 0.15m 
velocidade de operação~ 50.000 rmp 
função - separação de componentes 
aplicação - enriquecimento de urânio. 
As ordens de grandeza apresentadas para comprimentos 
diâmetros e velocidades de operação representam valores possí -
veis de serem encontrados em situações reais. Embora estes va 
lares não sejam, necessariamente, os mais freqüentes, eles ser-
vem para caracterizar as faixas de variação dos principais par~ 
-metros do problema. Nestes exemplos, observa-se que a medida 
que as dimensões diminuem cresce a velocidade de operaçao. Des 
te modo os moinhos de pelotização, que sao de grandes dimensões, 
operam a baixas velocidades da ordem de 20 rpm, enquanto as ul-
tracentrÍfugas podem atingir até 100.000 rpm. 
De um ponto de vista mecânico tem-se a considerar os 
seguintes problemas: 
a) Resposta dinâmica~ esta análise interessa princi-
palmente ao dimensionamento de moinhos, tendo em vista as soli-
citações dinâmicas, geradas pelo conteúdo e pela rotação. 
b) Vibrações livres~ determinação da influência da 
rotação sobre as freqüências e modos normais de vibração. 
c) Estabilidade dinâmica~ determinação das regiões 
de ressonâncias simples e ressonâncias paramétricas do sistema. 
Não foram encontradas referências sobre resposta dinâ-
mica não linear, ou mesmo linear, de rotores de cascas axissim~ 
tricas, possivelmente porque os projetos de moinhos são basea -
dos apenas numa análise estática, calculando-se as tensões dev~ 
das ao peso próprio e ao peso do conteúdo, e desprezando-se o 
efeito da rotação, [l J , [2] . Os estudos dinâmicos, anterior-
mente realizados, visaram basicamente a determinação de freqüê~ 
cias e modos normais de vibração, com o principal objetivo de 
evitar ressonância e fadiga em componentes de turbinas. 
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O mecanismo de vibração de rotores de cascas cilíndri-
cas foi estudado por Macke [4J; que demonstrou a existência de 
ondas móveis na direção circunferencial, .usando a teoria inex -
tensional de anéis. Através de um argumento mecânico simples , 
Macke justifica o surgimento de ondas móveis: quando uma partí-
cula da casca move-se radialmente para dentro, por conservação 
da quantidade de movimento angular, 
menta da velocidade desta partícula 
há uma tendência de cresci-
na direção da rotação. Por 
este argumento, a velocidade de uma onda movendo-se no mesmo 
sentido da rotação deve ser menor do que a velocidade desta mes 
ma onda movendo-se no sentido oposto. 
teoria. 
O que é confirmado pela 
Srinivasan e Lauterbach [5] estudaram os efeitos combi 
nadas de rotação e torque inicial em cascas cilíndricas infini-
tamente longas, mostrando que neste caso os modos normais de vi 
bração são ondas móveis na direção circunferencial e na direção 
longitudinal. Penzes e Kraus [6] determinariam as freqüências 
e modos normais de vibração (na forma complexa) de rotores de 
cascas cilíndricas pré-tensadas, com condições de contorno homo 
geneas quaisquer. Padovan [8] usando o método dos elementos fi 
nitos combinado com um desenvolvimento em série de Fourier com-
plexa, estudou a influência da rotação em cascas axissimétricas 
anisotrópicas, sujeitas a um estado inicial axissimétrico. 
Neste capítulo estudam-se os problemas de vibração li-
vre e resposta dinâmica de rotores de cascas cônicas axissimé -
tricas, utilizando a teoria não linear de 





série de Fourier complexa, na direção circunferencial, mostra -
se que o peso próprio e o peso do conteúdo, embora sejam cargas 
estáticas (intensidade constante no tempo), geram excitações d! 
nâmicas periódicas no tempo. Usando uma aproximação de elemen-
tos finitos na direção long~tudinal obtêm-se soluções periÓdi -
cas lineares e não lineares, correspondentes a estas excitações. 
O problema de resposta transiente é estudado por meio de uma 
discretização de diferença finita no tempo e aproximação de ele 
menta finito na direção longitudinal. 
A particularização deste estudo a cascas cônicas delg~ 
das, nao significa uma limitação do método de análise empregado 
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neste trabalho, com ela procurou-se apenas estudar a situação 
mais comum, capaz de cobrir os exemplos de aplicações práticas 
citados inicialmente. Entretanto, outras situações existem 
como por exemplo discos espessos, onde a teoria de cascas del-
gadas não se aplicaria eficientemente. Neste caso poderia ser 
usada a teoria de cascas espessas apresentada no capítulo ant~ 
rior, ou mesmo tratar o problema como um sólido de revolução. 
4.2. Formulação do problema 
Neste estudo será utilizada como configuração de refe 
rência,a configuração dinâmica gerada pela rotação rígida da 
casca em torno do seu eixo longitudinal. Esta configuração e 
denominada configuração de referência dinâmica, e a base in-
trínseca associada sera chamada base dinâmica intrínseca. 
De acordo com a transformação (2.27), a aceleração ab 
soluta de um ponto qualquer da superfície média de uma 
cônica, referida a base dinâmica intrínseca é 
. . 
= ü + 2 íl z u + íl 2 z2· u + íl z u + a o , 
dt 2 
casca 
( 4 .1) 
onde ué o campo de deslocamentos medido a partir da configur~ 
çao dinâmica de referência, e Ú e ü são os campos de velocida-
des e acelerações relativas na superfície média. íl é a veloci 
dade de rotação da casca, e Zé um tensor antissimétrico cujas 
componentes não nulas, na base dinâmica intrínseca {e.}, sao: 
-l 
por 
Z 12 = Z21 = sen a, 
Z 32 = cos a, (4.2a,b) 
~o e a aceleração da origem do sistema dinâmico, dada 
e 4. 3) 
Portanto, a expressão do princípio dos trabalhos vir-






Tiph(~ + 2íl~~ + íl 2 ~ 2 ~ + n;~ + ~º).~ Rod8ds + 
o o . 
A 
+ U-~ 1 )R 0 d8 ds, ( 4. 4) 
onde R e o trabalho virtual das forças externas (excluindo as 
forças de inércia), L é o comprimento, h é a espessura, p a mas 
sa específica, e Q a velocidade de rotação rígida da casca. 
Além do efeito da rotação serão consideradas ações de 
superfície decorrentes de um carregamento parcialmente distri -
bu{do sobre a superfície média, mas que não acompanha o movime~ 
to de rotação rígida da casca. Este carregamento pode ser fa -
cilmente descrito em termos de uma variável angular n, tal que 
e= n + n t, 
o que permite escrever 
onde L 1 e L 2 definem os círculos paralelos e n 1 e 
nos que limitam a região da superfície média onde 
gamento. 
( 4. 5) 
( 4. 6) 
n os meridia 
2 -
atua o carre-
Este tipo de carregamento pode-simular, por exemplo, o 
peso do conteúdo dos moinhos, que, por razões funcionais, nao 
deve acompanhar a rotação do casco. Pode ainda representar a 
componente transversal do peso próprio da casca, cuja intensida 
de é função de se n. Fig. 4.1. 
Os campos tensoriais N e U representam os esforços e 
momentos resultantes, definidos pelas equações (2.60a,b). 
As componentes do tensor de deformação da superfície ~ 
dia e do tensor de variação da curvatura da superfície média,n~s 
te caso são, respectivamente: 
E° = A + ! B B E' X 1 (C e ) (4.7a,b) ; = = 2 + aB aS 2 jct. j B a !3 aS aS Sa 
onde, A 
as' 
B e e 
as aS 




Fig. 4.1 - Casca cônica com um carregamento interno. 
Admitindo relações constitutivas elásticas lineares 
pode-se escrever: 
N =D~ ; M =.G E1 , (4.Ba,b) 
onde p e§ sao tensores de elasticidade de quarta ordem, dupla-
mente simétricos, já que ~o e ~ 1 são simétricos e no caso de 
cascas delgadas N e M também são simétricos. 
Tendo em vista a periodicidade do problema na variável 
circunferencial e, será usada uma aproximação em série de Fouri 
er complexa nesta variável, para representar o campo de desloca 
mentos, isto é, 
onde, 
M 
u ::: u = 
1 








( 4. 9) 
(4.10) 
é a amplitude do harmônico m, e M representa um inteiro sufici-
entemente grande, correspondente ao truncamento da série. 
Em conseqüência de (4.9), as deformações são aproxima-
das por: 
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M M +ime A( s, e ' t) " A (s, e , t) = l A ( s, t)e ' m=-M -m 
M M +ime 
§ ( s ' e ' t) "' B ( s, e' t) = l B ( s, t)e -m ' m=-M 
M M +ime 
~(s, e ' t) "' ~ ( s ' e ' t) = l X C s , t)e , C 4. lüa-c) 
m=-M -m 
e os esforços e momentos resultantes por: 
M M +im8 
N ( s, e ' t) "' N ( s, e ' t) = l N ( s, t)e 
m=-M -m 
M M +ime M( s, e ' t) "' M ( s, e' t) = l M ( s, t)e (4.lla,b) 
m=-M -m 
Admitindo homogeneidade nas relações constitutivas na 
direção circunferencial, pode-se escrever 
1 M BT N ~ DCA + 2 l ~ l',) -m - -m l',=-M -m-l', 
M = G X , 
-m -m 
(4.12a,b) 
-Substituindo (4.9) a (4.12a,b) na expressao (4.4) do 






O, param f. -n, 
2rr, param= -n, 
(4.13) 
obtem-se o seguinte sistema de equaçoes, resultante da decompo-
sição de Fourier: 
< ph(Ü + 2ílZ~ + íl 2 Z 2 u + Õzu ),G . > + f(u, u ) + 
m - m - -m --m --m -m --m 
+ Í JJc 
l',=-Ml 2 
< D BT B Â > + < 
-m-9, -l',' --m 
param= -M ..... M, 
A 
B_,N,,B -m ,., _,., -m 
onde foram introduzidas as seguintes definições: 





f(u , u ) 
-m -m 
j ( G. ) 
m --m 
< :: , V 







u.v 2 rrR o ds 
A A 
A , A > + < G X , X >, 
-m --m -m -m 
F .u R0 ds, param~ O, -m --m 
jo<go) =<":o, g0 > + f
12 






O vetor F decorre da decomposição de (4.6), e e dado 
-m 
fm = f 112 p(s, 
111 
-im11 
11)e d11. (4.19) 
Observa-se que f(u, ~ ) corresponde à parte linear, 
-m -m 
enquanto que a somatória representa a parte não linear do oper~ 
dor. Esta não linearidade decorre da consideração de grandes~ 
formações e implica num acoplamento entre os harmônicos. 
4.3. Resposta transiente nao linear 
Soluções aproximadas do problema (4.14), num intervalo 
fechado [9, TI, serão obtidas por meio de uma discretização de 
diferença finita no tempo, associada ã uma aproximação de ele -
mentos finitos no domínio espacial. 
Para se construir a aproximação de diferença finita 
divide-se o intervalo [õ, TI em N subintervalos de comprimento 
~t = T/N, e aproximam-se velocidades e acelerações, no instante 
t(n) = n~t, por: 
• ( n) 
n 
(n+l) (n-1) 
u - u 







2 u (n) + u (n-1) 
-m -m (4.20a,b) 
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Será usado um esquema implícito na discretização dos 
termos lineares do operador e explícito nos termos não lineares 
[] 2] , IJ fJ , IJ 1±] , is to e : 




< u , u = + u u >, 
-m --m - m -m -m --m 
A /nl (n+l) Cn) (n-1) A ,:( u , u = i(ô u + (1-2 6)u + 6 u , u ) 
-m --m -m - m - m --m 
BT A >(n) 8
Cn)T B(n) Â < D ~9,, A = < D >, -m- 9, --m -m-9, _ 9, , --m 
A >Cn) B(n) N(n) A 
< ~m-9, ~ 9,, B = < B > , (4.2la-d) --m -m-9, - 9, , --m 
onde O< 6 < 0.5 é um parâmetro livre, a ser fixado em cada ana 
lise. Para 6 = O o esquema implícito torna-se explícito. 
Substituindo (4.20a,b) e (4.2la-d) na equaçao (4.14)ob 
tem-se o conjunto de equações desacopladas: 
( (n+l) uA ) , n ( (n+l) A )t-o't2n2 ( (n+l) A ) ªo~ m '--m + ut ''(n) ª1 ~ m '~-m u ··c~ª2 ~ m '~-m + 
f(n) cG. ) 
m ..... -m ' 
para m = -M .•.•. M, (4.22) 
sendo: 
A A 
ªo ( u , u ) = < ph u , u > , -m --m -m --m 
ª1 ( u , 
A 
) z A u = < ph u , u >, 
-m --m -m -m 
z. 2 u 
A 
ª·2 ( u , u ) = < ph u >, -m --m - -m' --m (4.23a-c) 
(n-1) A ) + u , u 
- m N-m 
( (n-1) A ) 2 2 6c ·) (n) ~ (n-1) A ) + f:,tíl( )ªl U ,u_ -f:,t íl( )a2,.::l-2o U + ,;Um , U -n -m - m n -m _ --m 
- 6t 2 íl(n) a ((1-2 o)u(n) + 6 u(n-l), G. ) -





[ _12 < D B(n)T B(n) Â > + < B(n) N(n) -m-9, _9, ' ~-m -m-9, -9- ' ~-m > J 
(4.24) 
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As condições iniciais, que vao permitir o avanço do 
processo de integração no tempo, são: 
( o ) 
u =u(O), 
-m -m 
u(i) = u (0) + llt u (0). 
-m -m -m 
(4.25a,b) 
Uma aproximação de elementos finitos da equaçao (4.22) 
conduz ao conjunto de sistemas de equações algébricas lineares, 
[M + íl(n)lltg + ollt 2 (íl 2 G + íl C + K ) ]U(n+l) = F(n) 
- _ (n)- (n)- -m -m - m 
param= -M .... M, (4.26) 
onde M, C, G e K sao matrizes globais obtidas a partir das 
- - - -m 
contribuições das correspondentes matrizes dos elementos, de 
acordo com o procedimento típico do método dos elementos fini~ 
tos. r:J, g e§ resultam, respectivamente, da discretização dos 
funcionais lineares a
0
, a 1 e a~ definidos em (4.23a-c), e nao 
dependem do harmônico. K resulta da discretização do funcio-
-m 
nal linear f definido em (4.16), e varia com o harmônico m. As 
matrizes~' C e K são normalmente chamadas matrizes de massa, 
·- -m 
de Coriolis e de rigidez do harmônico m, enquanto que a matriz 
§ poderia ser chamada de rigidez centrífuga, já que resulta da 
- ~f O (n + l) . - . . aceleraçao centri uga. vetorU contem incognitos nodais _m 
correspondentes às amplitudes do harmônico m, no instante (n+D, 
e o vetor F(n), correspondente ao termo independente de (4.26), 
1 d -md · · - d 1 f · - d f ( n) ( A ) resu ta a iscretizaçao e e ementos initos e u . -m -m 
Observa-se que as matrizes de (4.26) têm as seguintes 
propriedades: 




( '.::, :'.) = < ph '.::, :'. > = a 0 ( :'., '.::) , V u, v, e 
(4.27a,b) 
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2) C = -CT e real e antissimétrica, conseqüência de: 








= <phZ 2 u,v> T = <phZ v,Z u> = -<ph Z v,Z u> 
lJ- u,v, e 
(4.29a,b) 
-T = K e complexa, Hermitiana e positiva, conse 
-m 
f(u,v) = iCv,u) , lJ- u,v, e 
f(u,u) ~ o, lJ- u, (4.30a,b) 
o que pode ser facilmente demonstrado, a partir de (4.16) e 
da simetria de D e G. 
Para condições de contorno adequados, deve-se ter 
(4.31) 
e neste caso K e positiva definida. _m 
A solução de (4.26) fornece a aproximação de elementos 
finitos para as amplitudes dos deslocamentos nodais do harmôni 
co genérico m, no instante n+l. Observa-se, portanto, que no 
cálculo da solução u do problema (4.4), três tipos de aproxim~ 
ção foram feitas: 
1) aproximação em série de Fourier na direção circunfe 
rencial; 
2) aproximação no tempo~ discretização de diferença 
finita; 
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3) aproximação de elementos finitos na direção longitu-
dinal. 
A análise dos erros envolvidos em cada uma destas apr2 
ximações não está dentro do objetivo deste trabalho. A título 
de observação, pode-se afirmar que dentro de cada intervalo 6~ 
esta questão se resume à análise dos erros envolvidos num mode 
lo linear de elementos finitos [3 ~ , [3 [] , combinado com uma 
aproximação em série de Fourier, [3 fJ , [3[] . Entretanto, a 
convergência local (em cada 6t), nao significa necessariamente 
que o esquema de integração proposto é convergente, pois resta 
provar que a aproximação de diferença finita converge quando 
6t tende a zero. Para problemas lineares o teorema da equiva-
lência de Lax [3~, garante a convergência se e somente se o 
operador de diferença finita for estável e consistente. No ca 
so de operadores não lineares, o teorema de Lax não se aplica, 
mas o conceito de estabilidade, como limitação das soluções da 
equação de diferenças, continua válido e necessário para a con 
vergência. 
4.4. Resposta nao linear em regime 
Para íl constante (íl=O), a equação (4.14) admite solu -
çao particular, da forma 
-imílt u (s,t) = u*(s) e , para m=-M ..... M, 
-m -m 
onde u1•(s) é a amplitude do harmônico m. 
-m 
(4.32) 
Substituindo (4.32) em (4.14) com íl = O, obtem-se o 
sistema de equaçoes não lineares, 
f( u ,., 
-m' 






' A > + < B* N* , -m -m-Q, _9, B >} ---m 
- íl 2 <ph(m 2 I + 2iZ - Z2 )u*, u > = j (~ ), 
- -m --m m --m 
(4.33) 
cuJa solução fornece a 
Para resolução 
amplitude u* da solução periódica (4.32). 
-m 
de (4. 33) usou-se um esquema increme_n -
tal e iterativo, desacoplado nos diversos harmônicos, que pode 
ser definido através dos seguintes passos: 
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1) a amplitude do vetor de açoes e dividida em N incre 
mentas; 
2) dentro de cada incremento n define-se 
,.(k+l) 
u·• = -m(n) (4.34) 
onde k+l e a ordem da iteração que está sendo realizada; 
3) para a primeira iteração admite-se, 
••• ( o ) 




4) a equaçao de incrementas entre 
é obtida substituindo (4.34) em (4.33). 
duas iterações segui 
Após a lineariza -
çao e desprezando-se os termos de acoplamento dos diversos har-
mônicos resulta o seguinte conjunto de equações lineares, 





(u ,u ) = 
-m --m 
(Â + B*(k)T ~ )> + 
--m - o (n) --m 
+ <B<kl Nt,<kl Ê > + < G x<kl x > , 
..... m -o(n)' --m -m '--m (4.37) 
P<kl e; l = 
m(n) --m j (~ ) + íl
2 <ph(m 2 I + 2imZ 
m,n --m ..... .-
z2 )u''(k) ; > -
- -m(n)'--m 
- (Ni,(k) Â > - <M*(k) X ) -




<B*(k) N*(k) Ê > 
_m-9,(n) _9,(n)' --m 
(4.38) 
5) A convergência do processo iterativo e atingida 
quando 
M 
l ( 4. 39) 
9-=-M 
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onde o e uma tolerância pré-fixada e, 
li u (k) 11 
- Q, o 
';:Q, e o conjugado de '::;Q,· 
rL 
= ( J 
o 
ds) l/2, '::: Q, • '::: Q, (4.40) 
Do mesmo modo que na discretização de diferença finit~ 
procurou-se evitar o acoplamento entre os diversos harmônicos , 
transferindo-o para os termos independentes de (4.36). 
A aproximação de elementos finitos da equaçao (4.36) e 
representada pelo conjunto de equações algébricas lineares. 
fl 2 (m 2 M + ·2imC - G) ]U(k+l) 
- -mCn) 
param= -M ... .. M, 
= p(k) 
-mC n) ' 
(4.41) 
cuJa solução e a aproximação de elementos finitos para o acres-
cimo de deslocamentos entre as iterações k e k+l, no incremento 
n. 
· (k) 1 d d' . - d A matriz K ( ) resu ta a iscretizaçao e 
-m n 
mada matriz de rigidez tangente. Do ponto de vista computacio-
nal é quase sempre, vantajoso iterar mantendo esta matriz cons-
tante dentro de cada incremento n, e igual a~~~~)' O vetor 
(k) - . . . - . . (k) 
~m(n) e obtido da discretizaçao de elementos finitos de Pm(n) , 
definido em (4.38 ). 
4.5. Vibrações autônomas lineares 
Linearizando ( 4. 14) com íl = O, em torno de um estado 
inicial axissimétrico conhecido ('::: 0 , ~ 0 ) obtem-se o problema de 
vibrações lineares em torno deste estado inicial, representado 
pelo conjunto de equaçoes lineares, desacopladas: 
, (A ) -imflt = J u e , 
m --m 




ao, a1 , C1Q estão definidos em (4.23a-c), e f e jm em (4.16) e 
(4.17) respectivamente. 
Como se pode observar de (4.42), a restrição a estados 
iniciais axissimétricos simplifica significativamente o estudo 
das vibrações lineares, pois neste caso não ocorre acoplamento 
entre diferentes harmônicos. Por esta razão, os estudos desen-
volvidos nesta área, têm sido limitados, quase exclusivamente , 
a este tipo de problema, [s], [1:U, [3~, [4Q]. No caso espe-
cífico de vibrações de cascas axissimétricas com movimento de 
rotação os estudos anteriormente realizados, dizem respeito a 
vibrações lineares autônomas, isto é, em torno de estados de 
equilíbrio estático. 
Apresentam-se, a seguir, os principais resultados obti 
dos nesta área, no que diz respeito a vibrações livres, estabi-
lidade de equilíbrio, resposta em regime e ressonância simples. 
4.5.1. Vibrações livres 
Substituindo, na forma homogênea associada a (4.42) 
':::m por 
u -m 
iwmt = V e , 
-m 










(v ,v ) + 2i'w íl a 1 (v ,v ) + íl a 2 (v ,v ) + -m --m m -m --m -m --m 
f ( v , O ) + n O ( v , <> ) = O , para m = - M ••••• M , _m _-m -m --m (4.45) 
correspondente a vibrações livres de cascas cônicas girando em 
torno do eixo longitudinal com velocidade de rotação íl. 
A discretização de elementos finitos de (4.45) conduz 
ao problema de autovalor algébrico, 
(-w 2 M + 2i w íl C + íl 2G + K + G )V = O, 
m - m -m -m -m 
(4.46) 
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cujos autovalores w e os autovetore~ V sao aproxirnaçôes de 
rn -rn 
elementos finitos das freqüências naturais e amplitudes dos mo-
dos normais de vibração respectivamente. As matrizes M, C, G e 




dado por (4.43), e é cornurnente chamada de matriz de rigi-
dez geométrica, correspondente ao harmônico rn. 
Este problema de autovalor algébrico foi resolvido, p~ 
ra wrn real, usando a rotina desenvolvida por Gupta[4D, para 
o estudo de vibraçôes livres de estruturas com ''spin'', corno por 
exemplo plataformas espaciais, onde a equação de autovalor algf 
brico resultante da discretização de elementos finitos é também 
do tipo (4.46). 
Resumem-se, a seguir, as principais propriedades do 
problema de autovalor (4.45): 
a) Quanto a forma dos modos 
Devido à influência da aceleração de Coriolis, repre -
sentada pelo funcional a 1 , os modos normais de vibração de roto 
res de cascas axissirnétricas são ondas móveis circunferencial -
mente: 
v' 
- no mesmo sentido da rotação, 
(forward traveZing waves) 
V
1 vi i(m8+wmtl -v1 -iC.rn8+wrntl = e + e , 
-m -rn 
no sentido oposto à rotação 
(backward traveling waves) 
Na forma trigonométrica tem-se: 




tornando evidente a característica de ondas m6veis apresentada 
pelos modos normais de vibração de cascas axissimétricas com ve 
locidade de rotação íl ~ O, ao contrário do caso estacionário 
(íl = O), onde os modos normais de vibração podem sempre ser po~ 
tos na forma 
v = {Re(v )cos m8 + Im(v )sen m8}(cos w t ou sen w t) 
-m -m m m 
(4.49) 
-A presença de torque no estado inicial, gera ondas mo-
veis no sentido longitudinal [5], [6], [7]. Para numa casca 
cilíndrica de comprimento infinito, sujeita a rotação e ator -
que inicial, a forma dos modos normais de vibração, de 
com a referência [7] , e: 
acordo 
v 11 = 2Re(v 11 )cos(m8 + À s+w t) - 2Im(v 11 )sen(m8 + Às + w t), mn n mn · mn n mn 
v 12 = 2Re(v 12 )cos(m8 mn À s+w t) - 2Im(v
12 )sen(me 
n mn mn \s+w t). n mn 
onde À e o comprimento de onda na direção longitudinal. n 
b) Bifurcações no espectro de freqüências 
(4.50) 
A 
Fazendo v = v na equaçao de autovalor (4.45), ob-
--m -m 
tem-se a equaçao algébrica, 
-f(v ,v ) 
-m -m n O C v , v ) = O , para m = -M ..... M -m -m (4.51) 
que resolvida em wm, fornece uma generalização do quociente de 
Rayleigh do tipo, 
( l 2 ) 
w ' = m 






De ( 4. 52) e das definições de ªo, a1 , ~, í: e n O podem 
ser obtidas algumas conclusões relativas à influência da rota -
çao e do estado inicial considerado sobre o espectro de freqüê~ 
cias da casca. 
1) Influência da aceleração de Coriolis 
Em (4.52),a influência da aceleração de CoriÓlis está 
representada pelo termo ílb. Por definição, 
b = 2i a 1 (v ,v ) = 2i <ph Z V ,V > -m -m -m -m 
b = 2 <ph Z Re(v ), I (v )> , 
- -m m -m 
(4.54) 
portanto b e real, o que permite concluir que a aceleração de 
Coriolis provoca uma bifurcação no espectro de frequências da 
. ~ . . - f .. -. . ( 1) ( 2) 
casca estacionaria, dando origem as requencias w · e w m m 
correspondentes a ondas móveis circunferenciais: no mesmo senti 
do e em sentido oposto à rotação. 
2) Influência da aceleração centrífuga 
Esta influência é caracterizada pelo termo íl 2 a 2 • Con 







= <ph Z 2 v ,v > = 
m -m 
<ph z V , 
-m 
Z V > , 
- -m 
(4.55) 
conclue-se que a aceleração centrífuga tem efeito simétrico so-
bre as freqüências, acarretando redução das freqüências à medi-
da que íl cresce, em conseqüência de ser a 2 (v ,v) simétrico e -m -m 
negativo. 
3) Influência do estado inicial gerado pelas 
centrífugas. 
forças 
Considerando apenas as tensões iniciais geradas pelas 
forças centrífugas, tem-se 
no(v ,v) = <B No, B > 
-m -m -m - -m 
(4.56) 
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, portanto o 
estado inicial gerado pelas forças centrífugas, representadas~ 
la componente ~o da aceleração absoluta, tem efeito também simé 
trico sobre as freqüências. Entretanto, o funcional no assoei~ 
do pode ser positivo ou negativo, dependendo da forma da. casca 
e das condições de contorno. Por exemplo, no caso de cascas ci 
lÍndricas., as tensões iniciais, geradas pela componente <'! 0 da 
aceleração centrífuga, são de tração, o que implica em no posi-
tivo, e portanto tende a aumentar as freqüências à medida que 
íl cresce. Jâ no caso de placas circulares com furo central es-
tas tensões iniciais podem ser de tração ou compressão conforme 
o apoio na direção radial, seja na borda interna ou externa. 
4) Influência do torque inicial 





e indefinido, isto é, pode ser positivo ou negativo, portanto a 
presença de torque, no estado inicial, gera bifurcação no espe~ 
tro de freqüências, independente dos efeitos da rotação, [6] 
[7], [s]. 
As referências [6] , [7] e [s] admitem ainda bifur-
caçoes geradas por anisotropia material, ou anisotropia gerada 
por anéis de enrigecimento. 
4.5.2. Estabilidade de Equilíbrio 
O estudo de estados iniciais críticos (flambagem) ou 




Cv ,v ) + f.(v ,v ) + n
0
Cv ,v ) = O, 
-m --m -m --m -m --m 
(4. 57) 
obtido de (4.51) com w = O. 
m 
O autovalor pode ser um parâmetro 
de carga relativo ao estado inicial ou à velocidade de rotação 
íl, neste caso deve-se lembrar que n 0 também é função de íl, em 
conseqüência do estado inicial gerado pela rotação. 
A existência de velocidades de rotação críticas irâ de 
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pender da forma da casca e das condições de contorno, conforme 
comentário anterior. Citem b.3) 
No caso de torques iniciais, como o funcional n0 ass~ 
ciado é indefinido, ocorre bifurcação no espectro de freqüênci 
as e existem sempre valores críticos para o torque. 
4.5.3. Resposta linear em regime 
a) Carregamento de intensidade constante 
Substituindo a solução periódica (4.32) em (4.42), ob 
tem-se o conjunto de equaçoes lineares, 
f(u* G ) + n Cu* G ) - m2 íl 2 a (u*,G ) -
-m'--m o -m'--m o -m --m 
- 2imíl" a (ui, ,G l + íl 2 a (ui, G l = J·mc~_ml, 
-· 1 -m --m 2 -m'--m --
para m = -M ..... M 
Uma aproximação de elementos finitos de (4.58), 
presentada por, 
íl 2 Cm 2 M + 2imC - §l J~: = 
param= -M ..... M. 




A solução de (4.59) fornece a aproximação de elemen -
tos finitos para as amplitudes dos deslocamentos corresponden-
-tesa resposta linear em regime permanente. 
Estudos realizados anteriormente, nesta area, visaram 
principalmente a determinação dos espectros de freqüências e 
modos normais de vibração de rotores de turbinas. Uma Única 
bibliografia [3] , foi encontrada sobre estudo dinâmico de moi 
nhos de bolas. Trata-se de um estudo experimental em modelos 
reduzidos, objetivando a determinação dos efeitos da rotaçãos~ 
bre a resposta do protótipo. Os principais resultados desta~ 
nálise, foram resumidos pelos autores nas seguintes conclusões: 
- "Os testes dinâmicos realizados nos modelos com bai 
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xas velocidades periféricas mostraram efeitos dinâmicos insigni 
ficantes, mesmo com um modelo tendo uma velocidade periféricada 
mesma ordem encontrada no protótipo". 
- ''Mas os resultados destes testes devem ser vistos 
com precauçao, pois a simulação dos impactos causados pelos ma-
teriais dentro do protótipo do moinho de bolas de maior diâme -
tro pode não ter sido atingida''. 
E finalizam dizendo da necessidade de maiores estudos 
sobre o protótipo para se saber sobre que condições as conclu -
soes obtidas com os modelos podem ser usadas em projeto. 
O modelo mecânico adotado no presente trabalho não con 
sidera impactos do carregamento sobre a casca, mas apenas .as e~ 
citações dinâmicas geradas por um carregamento de intensidade 
constante (carregamento estático) sobre a casca em movimento de 
rotação. Pela análise das equações (4.42), (4.58) e (4.59) con 
clue-se que a resposta dinâmica da casca, prevista por este mo-
delo, depende fundamentalmente da relação entre as freqüências 
das excitações (míl) e as freqüências naturais da casca em rota-
ção (w ). A figura 4.2, apresenta um diagrama típico de con-
m 
fronto entre as freqüências da excitação e as três mais baixas 
frequências dos primeiros harmônicos. Através deste diagrama 
pode-se saber "a priori" quais os harmônicos predominantes na 
resposta em regime, além de se ter uma idéia de possíveis resso 
nâncias. 
b) Carregamento de intensidade peri3dica 
A consideração de impactos do carregamento sobre a 
casca e um problema complexo e de difícil modelagem, pois nao 
existe uma lei de comportamento bem definida para o material , 
que constitue o carregamento do moinho (minério+ bolas ~e açG. 
Realmente, não se pode discordar de [3], quanto à necessidade 
de mais estudos sobre o protótipo. 
Apenas para se ter uma idéia de prováveis excitações, 









2 4 6 8 10 m 
Fig. 4.2. - Excitações geradas pelo carregamento estático e 
freqüências naturais. 
tuda-se o caso ideal, em que a intensidade do carregamento e 
periódica no tempo, ou seja, 
pCs,n,t) = pCs,n,t + T), (4.50) 
onde T = 2~/S é o período, e Sé a freqüência das oscilações de 
intensidade de P· 












L e um inteiro suficientemente grande, correspondente ao trun-
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camento da série. 
Considerando a mudança de variável (4.5), e o desenvol 










Portanto, neste caso, cada harmônico me excitado por 
freqüências: 
(Jl!íl + 9-B), com 9- = -1 ..... L, (4.54) 
o que pode implicar em respostas bastante diferentes daquela 
correspondente ao carregamento de intensidade constante, depe~ 
<lendo do novo confronto entre as freqüências naturais w e 
m 








2. m.n- íl 
1. 
2 4 6 8 10 m 
Fig. 4.3. - Excitações geradas pelo carregamento periódico e 
freqüências naturais. 
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4.5.4. Ressonância simples 
Ressonância simples ocorre sempre que alguma das fre-
qüências da excitação for igual a uma das freqüências naturais 
do sistema. 
Para o caso de carregamento estático a condição de 
ressonância é traduzida por 
w = -m íl, param= -M . .... M. 
m 
(4.65) 
As ·velocidades de rotação correspondentes à ressonan-
cia sao determinadas, aproximadamente, pelo problema de autova 
lar algébrico, em íl, 
param= -M ..... M, (4.66) 
resultante da substituição de (4.65) em (4.46). Deve-selem -
brar que G é também função de íl, quando se considera o estado 
-m 
inicial devido às forças centrífugas. 
No caso do carregamento de intensidade periódica no 
tempo, a condição de ressonância é 
wm = - C.m íl + Q, B) , para Q, = -L ..... L, m = -M ..... M, ( 4, 6 7) 
e as velocidades de rotação correspondentes à ressonância sao 
determinadas pelo problema de autovalor algébrico, 
[K +G -Q, 2 8 2 M-íl(2mQ,SM-2iQ,SC)-íl2cm 2 M + 2im C - G)JV = O 
-m -m - - - - - - - -m 
para Q, = -1 ..... L e m = -M ..... M. (4.68) 
Portanto, a probabilidade de ocorrer ressonância sim-
ples cresce quando o carregamento tem intensidade periódica no 
tempo. Esta conclusão pode ser obtida diretamente do diagrama 
da figura 4.3. 
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4.6. Consideração da massa do carregamento 
Para estudar a influência da massa do carregamento so 
bre a resposta dinâmica da casca, admitiu-se um modelo bastan-
te simplificado, no qual se supõe que a massa está sempre em 
contato com a casca mas nao acompanha o movimento de rotaçãorj 
gida da mesma. 
Deste modo, o trabalho virtual das forças de . - . inercia 







~(s,n,t).~(s,n,t)R 0 dn ds, (4.69) 
onde µ(s,n) é a densidade de massa do carregamento por unidade 
de área da superfície média da casca. 
Considerando a transformação de coordenadas ~4.5) e a 





( t) im(n+ íl t) u s, e , 
-m 
(4.70) 
e admitido íl constante, obtem-se 
M 
ü(s,n,t) = I 
m=-M 
















) i(t-m)íltc·· +2. or,º y N,m e ~9, i~,~9, 
11 
2 2 A 
- 9, íl u,).u_ R
0
ds, 
-N - m 
(4.73) 
com 
y(t,m) = y(m,9-) (4.74) 
Incluindo a influência da massa do carregamento em 
(4.14) com íl = O, resulta 
76 
<ph(ü + 2ílZ~ + íl 2 Z2u ),G > + f(u ,G ) + 
-m --m - -m --m -m -m 
+ 
M 
l ( ") i(,Q,-m)ílt(.. 2 , nnº n 2n2u ) ,UA R d y m,L e ~,Q, + lu,~,Q, - L ,, _,Q, --m O s + 
,Q,=-M 
M 
+ l {l <D BT B Â > + <B N Ê >} 2 -m-,Q, -t'--m -m-,Q, -t' -m 
, (A ) -imílt 
= Jm ~-m e ' 
,t =-M 
param= -M ..... M. (4.75) 
Verifica-se, então que a consideração da massa de car 
regamente resultou num problema de vibrações não autônomas e, 
assim como a não linearidade, acarreta também acoplamento en-
tre diferentes harmônicos. 
Resposta transiente de (4.75), pode ser obtida, usan-
do o procedimento de integração numérica apresentado na seçao 
4.3. Com relação a resposta em regime demonstra-se que a mas-
sa do carregamento não tem influência sobre esta solução, para 
tanto basta substituir (4.32) em (4.75) que os termos relati -
vos a massa do carregamento anulam-se identicamente. A princi 
pal influência da massa do carregamento é sobre a estabilidade 
da solução periódica, conforme será visto no capítulo V. 
4.7. Aplicações Numéricas 
4.7.1. Aproximação de elemento finito 
Para obtenção da aproximação de elementos finitos 
utilizou-se um elemento tronco-cônico com dois nós e 
.~ ... . 
graus de liberdade por no, figura 4.4. 
seis 
Dentro de um elemento genérico (e), os deslocamentos 











( (e)). . -onde U J, J = 1, .... 12, sao os deslocamentos 
m 
mente (e), relativos ao harmônico m. Os vetores 
(4.78) 
nodais do 
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·Figura 4.4 - Discretização de elementos finitos. 
por: 
(e) C<j,(e) O O)T· 23 9,-2 = 2 ' ' ' 
(e) (O /e) O)T, 23 R,-1 = ' ..Q, ' ' 
<j, e e) = _3 R, (O O /e))T· ' ' . 2 ' (4.79a-c) 
(e) 
sendo <j, R, = <j, ~e) C s) , 9, = 1, 2 , 3, 4, os polinômios cúbicos de 
- . - e e) - . - . . Hermite. As funçoes de interpolaçao <j,9, sao polinomios reais, 
- . (eJ) - • enquanto que os parametros nodais CU ., sao numeras comple-
m J 
xos. 
A aproximação global deu pode ser obtida a partir _m 
da interpolação local, de acordo com o procedimento padrão do 
método dos elementos finitos. Formalmente, pode-se escrever: 
h G 
u " u = l _m _m 
k=l 
(4.80) 
onde G é o numero de graus de liberdade da discretização de 
elementos finitos, Pk são as interpolantes globais e (Um)k sao 
os parâmetros nodais relativos ao harmônico m. 
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Apresenta-se, a seguir, um quadro das matrizes e veto 
res resultantes das aproximações de elementos finitos usadas 
neste capítulo, indicando-se, ao lado, as equações que deram o 
rigem a estas aproximações: 
M .. = M .. = a
0
(<j,., <j,.) •••••••••••••••••••••••• (4.23a) 
l] Jl -] -l 
C .. =-C .. = a.
1
(<j,., <j,.) •••••••••••••••••••••••• (4.23b) 
l] ]l -] -l 
G .. = G •. = a (<j,., <j,.) •••••••••••••••••••••••• (4.23c) 
l] Jl 2 -] -l 
(K ) .. = (K ) .. = f(<j,.,<j,.) •••••••••••••••••••• (4.16) 
m lJ m Jl -J -l 
K(k) 
m(n)ij 









-(k) = (K ( )". = f 0 (<j,., <j,.) •••••••••••••• (4.37) m n Jl -J -i 
(G ) .. = n 0 (<j,.,<j,.) ••••••••••••••••••• (4.43 ) m Jl -J -i 
(n) 
f (q,.) •.•••••••.•••••••••••••••••• (4.24) 
m -i 
(k) . 
p ( )(<j,.) ••••••••••••••••••••••••••• (4.38) 
m n -i 
(J ). = j (<j,.), ••••••••••••••••••••••••••••••• (4.17) 
mi m -l 
Estas expressoes sao apenas formais, pois normalmente 
as matrizes e vetores globais são montados a partir das corre~ 
pondentes matrizes e vetores dos elementos, de uma forma auto-
mática, sem a necessidade de se construir as funções de inter-
polação global. 
A partir dos estudos apresentados foram elaboradosp~ 
gramas automáticos visando o cálculo das soluções numéricas pr~ 
postas. Alguns exemplos de aplicação destes programas são apr~ 
sentados nas seções seguintes. 
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4.7.2. Exemplos de Vibrações Livres 
Foi elaborado um programa automático de cálculo, em 
linguagem FORTRAN IV G (utilizando a aritmética complexa disp~ 
nível neste compilador), visando o estudo das freqüências em~ 
dos normais de vibração de cascas axissimétricas com movimento 
de rotação. Este programa consiste basicamente na montagem do 
problema de autovalor complexo (4.46), cuja solução é calcula-
da, para íl fixo, através da subrotina desenvolvida por Gupta 
0fl-
Nos exemplos apresentados a seguir, procurou-se fazer 
um estudo numérico da convergência do modelo de elementos fini 
tos proposto, e comprovar, numericamente, resultados obtidos 
neste capítulo quanto a influência da rotação sobre as freqüê~ 
cias da casca. 
a) Estudo da convergência dos autovalores 
Em um trabalho anterior r+~ , usando os teoremas de 
aproximação apresentados por Strang e Fix [35] , obteve-se a se 
guinte estimativa, 
(4.81) 
para o erro (eh) da aproximação de elementos finitos (À~) dos 
autovalores (Àt) associados ao problema de vibrações livres de 
cascas cilíndricas. Onde À, = w2 é o t-ésimo autovalor exato, ,., mt 
correspondente ao harmônico m; h é um parâmetro pequeno, que 
representa o diâmetro da malha e C e uma constante que inde -
pende de h. Esta estimativa diz respeito ao elemento utiliza-
do neste trabalho, e ao problema de autovalor associado às vi-
brações livres da casca estacionária (íl = O). 
Para íl i O, o erro de aproximação deve ser 
em termos de wmt' ou 
h.c 
e 
já que neste caso o autovalor e~ pr6pria freqüência 






cado na forma de um problema de autovalor linear. De acordo 
com os estudos gerais desenvolvidos nas referências Q5J e 
[4[) a estimativa ( 4. 82) deve se verificar para valores de íl a 
baixo do valor crítico, isto é, quando o operador associado ao 
problema de autovalor linear e positivo definido. 
Visando a confirmação de (4.82) foram calculadas su -
cessivas aproximações de elementos finitos, correspondentes a 
2, 4, 6, 8 e 10 elementos, para as freqüências naturais de uma 
casca cilíndrica bi-engastada, com propriedades físicas e geo-
métricas idênticas à apresentada na figura 4.12. 
Os resultados deste estudo, para a mais baixa freqüê~ 
eia dos três primeiros harmônicos impares, estão apresentados 
nas figuras 4.5 e 4.6 para íl = O e íl = 50rd/s,respectivamente. 
Deve-se esperar que o gráfico log eh x log h tenda a 
uma reta de coeficiente angular quatro à medida h diminui, uma 
vez que 
h 
log e ~ log C2 + log wmi + 4 log h. (4. 83) 
Os gráficos 4.5 e 4.6 de fato confirmam esta especta-
tiva, tanto para íl = O como para íl = 50rd/s. Além do erro da 
aproximação de elementos finitos existem os erros de truncamen 
to e de aproximação no cálculo dos autovalores aproximados,por 
esta razão não se obtem exatamente o coeficiente angular qua -
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n = 50. rd/s 
tg ex= 4.0 
( 5,1 J 
( 3,1) 
( 1, 1) 
o L---+------t-----t--+-----+-----:-
-0.4 -0.6 -0.8 -1.0 log h -0.2 
Fig. 4.6 - Taxa de convergência das freqüências naturais 
de uma casca cilíndrica com movimento de rota 
-çao 
b) Casca cilíndrica bi-apoiada - bifurcação no espec-
tro de freqüências 
Para a mesma casca do exemplo anterior, porem apoiada 
nas extremidades, estudou-se a influência da rotação sobre o 
espectro de freqüências. 
A figura 4.7 apresenta um diagrama de espectros C to-
dos estes espectros são discretos~ as linhas contínuas visam 
apenas melhor visualização), correspondentes a mais baixa fre-
qüência dos primeiros harmônicos, para íl = O e íl = ±50rd/s C o 
sinal negativo indica ondas móveis em sentido oposto à rota 
ção). A influência da rotação sobre a mais baixa freqüência 
do segundo harmônico (w 21 ) está ilustrada na figura 4.8. Es -
tes resultados confirmam a bifurcação do espectro de frequênci 
as provocada pela aceleração de Coriolis, e também o fato de 
que a velocidade das ondas móveis no sentido oposto à _rotação 
(íl < O) é maior do que a velocidade das ondas móveis no mesmo 
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n=-50 rd/s 





















2 4 6 8 m 
Fig. 4.7 - Influência da rotação no espectro de freqüências de 
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Fig. 4.8 - Variação das freqüências com a velocidade de rotação 
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c) Placa circular com furo central 
Neste caso as vibrações transversais e as vibrações no 
plano da placa são desacopladas (vibrações lineares). No que 
diz respeito a vibrações transversais, a influência da rotação 
íl resume-se ao estado inicial gerado pelas forças centrífugas 
@tf:J ' ~5] . No presente estudo considerou-se apenas o estado 
de tensões iniciais, pois as deformações iniciais não são sig-
nificativas. 
Foi analisada a influência deste estado de tensão ini 
cial sobre as vibrações transversais da placa apresentada na 
figura 4.9, para duas diferentes condições de apoio do anel 
circunferencial externo: 
1) apoio simples (direção transversal apenas) 
2) apoio fixo (direções transversal e radial). 
Nesta análise foram utilizados apenas três elementos, 
tendo o elemento mais central 3 unidades de comprimento e os 
demais 2 unidades. Os diagramas dos esforços longitudinais 
( N 11 ) e circunferenciais (N 2,) gerados por uma rotação unitária, 
nos dois casos de apoio considerados, estão mostrados na figu-
ra 4.10. Observa-se que 
(sinal positivo), quando 
estes esforços são sempre de tração 
o apoio circunferencial externo é li-
vre na direção radial, e surgem esforços de compressão, princ! 
palmente na direção radial (N 11 ) , quando este apoio é fixo ra-
dialmente. Isto explica porque a rotação tem efeitos qualitat~ 
vamente diferentes sobre as freqüências naturais da placa cir-
cular, em função das condições de apoio, conforme está ilustr~ 
do na figura 4.11, para a freqüência de vibração do primeiro 
modo axissimétrico (w
01
). Verifica-se que, no caso do apoio 
livre, o crescimento da velocidade de rotação implica em aumen 
to das freqüências de vibração da placa, ou seja torna a estru 
tura mais rígida, enquanto que no caso do apoio fixo na dire -
ção radial, o contrário ocorre, chegando inclusive a instabili 
zar por flambagem da placa (freqüência nula). Observa-se,ain-
da, que não ocorre bifurcação no espectro de freqüências das 
vibrações transversais, pois a aceleração de Coriolis não influ 
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encia as vibrações transversais. 
À· 
"""" 
l h = 1. 
1 
a= 10. 
E = 1 ; u = 0.3 ; ~ = 1 . 















Fig. 4.10 - Esforços circunferenciais e esforços radiais ger~ 
dos por uma rotação unitária. 
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w., apoio simples -·-·- . 
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Fig. 4.11 - Variação da freqüência fundamental com a velocidade 
de rotação. 
4.7.3. Resposta estática e dinâmica 
Usando programas elaborados para este fim, calculou-se 
a resposta de uma casca cilíndrica bi-apoiada, girando com dife 
rentes velocidades de rotação, e sujeita a uma pressão interna, 
p = 10kgf/cm2 , uniformemente distribuída numa região da superfJ 
cie média limitada por um ângulo central de 170~, figura 4.12 . 
A aproximação, correspondente aos 8 primeiros harmónicos da se-
rie de Fourier, para a função carregamento considerada está mos 
trada na figura 4.13. 
,__ ____ L = 10 m 
v 
E= 2,1 x 107 tf/m2 
1 h = 0.05m 
e= 0,78 ( lt· s2/m) /m" R=2,5m 
v= o,3 
111111111 r r r r r r r 1 r r r 1P 
à A 













-60. -30. o 30. 60. 
Fig. 4.13 - Aproximação de Fourier da função 
carregamento, correspondente aos 
8 primeiros harmônicos. 
180. 8 
De acordo com o modelo proposto no presente trabalho, 
admite-se que o carregamento não acompanha o movimento de rota 
çao rígida da casca em torno de seu eixo longitudinal. 
Os resultados apresentados, a seguir, visam principal 
mente a caracterização da influência da rotação sobre a respo~ 
ta da casca em regime permanente, tanto para a análise linear 
quanto para a análise não linear (grandes deformações). 
a) Comparação com uma solução exata 
Tendo em vista o fato bem conhecido de que próximo 
aos apoios ocorrem grandes variações dos esforços e momentosre 
sultantes, devidas à chamada perturbação de borda, analisou - se 
o problema da resposta linear estática da casca cilíndrica em 
estudo, sujeita a uma pressão interna axissimétrica, visando a 
definição de uma malha de elementos finitos precisa para o est~ 
do do problema. A solução exata deste problema foi calculada u 
sando o programa desenvolvido na referência [46] . 
A malha de elementos finitos utilizada neste exemplo, 
e que sera mantida nos exemplos seguintes, faz uso da simetria 
em relação à seção transversal média da casca, e e constituída 
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por 14 elementos (numerados a partir do apoio), com os seguin-
tes comprimento: 
elementos 1, 2(0.0Sm); 3, 4, 5, 6, 7 (0.10m); 8, 9(0.20m) ; 
10, ll(0.50m); 12, 13, 14 (l.Om). 
Nas figuras 4.14 e 4.15 estão apresentadas as aproxi-
mações de elementos finitos obtidas com esta malha para o es -
forço circunfeJencial (N 22 ) e o momento longitudinal (M 11 ),re~ 
pectivamente. O confronto destas aproximações com as corres -
pondentes soluções exatas indicam uma boa concordãncia entre 
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Fig. 4.15 - Diagrama do momento longitudinal. 
Carregamento axissimétrico 
b) Análise linear 
'1,.,. 
Usando a mesma discretização de elementos finitos uti 
lizada no exemplo anterior, calculou-se a solução em regime da 
casca cilíndrica apresentada na figura 4.12, para diferentesva 
lares de íl. 
Os resultados apresentados na figura 4.17 dizem res -
peito a variação com e dos deslocamentos radiais (u
3
) da 
média da casca, para íl igual a O, 20, 30 e 50 rd/s. Este 
-seçao 
estu-
do evidencia a grande influência que pode ter a rotação na res-
posta dinâmica de cascas axissimétricas, sujeitas à ação de um 
carregamento do tipo considerado. 
A figura 4.16 apresenta um confronto entre os espec -
tros de frequências (míl) das excitaç5es, geradas pelos diferen-
tes valores da velocidade de rotação, e os espectros dos oito 
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primeiros harmônicos, para, íl = O e íl = 50rd/s. (Neste estudo 
desprezou-se o estado inicial devido à rotação). Este diagrama 
é importante pois permite avaliar previamente quais os harmôni-
cos predominantes na resposta dinâmica. Observa-se que para 
íl = 50 rd/s as freqüências das excitações estão acima das mais 
baixas freqüências naturais dos harmônicos 3 e 4, o que explica 
a resposta qualitativamente diferente apresentada pela casca p~ 
ra esta velocidade. 
Resultados semelhantes foram obtidos para os esforços 
longitudinais (N 11 ) da seção transversal média, conforme demons 
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fig. 4.16 - Confronto entre os espectros de excitações e os es-
pectros de freqüências naturais de uma casca cilín-
drica bi-apoiada. 
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Fig. 4.17 - Deslocamentos radiais da seçao transversal média 
Soluções periódicas lineares. 
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Fig. 4.18 - Esforços longitudinais na seção transversal média. 
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c) Análise nao linear 
O mesmo estudo do exemplo anterior foi realizado con-
siderando os termos não lineares das deformações da superfície 
média. Nesta análise o carregamento foi dividido em dez incre-
mentas iguais e o número máximo de iterações por incremento foi 
cinco. 
Os resultados previstos pela análise nao linear está-
tica (íl = O) para os deslocamentos radiais e para os esforços 
longitudinais da seção transversal média da casca, estão apre -
sentados nas figuras 4.19 e 4.20, em comparaçao com as corres -
pondentes soluções lineares. 
Nas figuras 4.21 e 4.22 apresentam-se as soluções ob 
tidas para as respostas não lineares dos esforços longitudinais 
e deslocamentos radiais, respectivamente, obtidos com íl=20rd/s 
comparando-os também com as soluções lineares correspondentes. 
Este estudo demonstra que, neste caso, a solução lin~ 
ar e conservativa, pois a consideração dos termos não lineares 
torna a casca mais rígida. Evidentemente que o cálculo da sol~ 
ção não linear é bastante mais demorado do que o cálculo da so-
lução linear correspondente, não só por causa do processo incr~ 
mental e das iterações necessárias à convergência, mas princi -
palmente devido ao tempo consumido no cálculo do vetor dos ter-
mos independentes, que, como foi mostrado anteriormente, depen-
de de todos os harmônicos considerados na análise. 
Ainda com relação ao tempo de computação, outro aspe~ 
to desfavorável é que operações com numeras complexos são mais 
demoradas do que com números reais. Deve-se lembrar, entretan-
to, que a possível transformação desses problemas para a forma 
real, que possibilitaria o uso exclusivo da aritmética real, i~ 
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Fig. 4.20 - Esforços longitudinais na seçao transversal 
Soluções estáticas linear e nao linear. 
média. 
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( lt /cm) 


































































Fig. ~.21 - Esforços longitudinais na seçao transversal média. 
Soluções periódicas lineares e não lineares 



















v f v 
n=20 rd/s Q 
·--·----·---~-

























Fig. 4. 2 2 - Deslocamentos radiais da seção. transversal média. 
Soluções periódicas linear e não linear (íl=20 rd/s). 
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4.8. Conclusões 
a) Mostrou-se que devido à rotação da casca, um carr~ 
gamento estático, não axissimétrico, gera excitações periódicas, 
de freqüências míl, tornando evidente a condição de ressonância 
linear sempre que alguma das frequências naturais do harmônico 
m vier a coincidir com a freqüência da excitação, isto e, quan-
do wmJI, = míl. 
b) A equação do movimento de cascas axissimétricas g~ 
rando em torno do eixo longitudinal, e sujeitas a um carregame~ 
to que não acompanha o movimento de rotação rígida da casca, ai 
mite solução periódica, mesmo no caso de grandes deformações. 
c) De acordo com o modelo proposto neste trabalho, a 
massa do carregamento considerado não tem influência sobre as 
amplitudes da solução periódica, mas tem influência signifi-
cativa sobre a estabilidade desta solução, conforme se demons -
tra no capítulo V. 
d) Com relação ao problema de vibrações autônomas li-
neares, foram demonstradas teoricamente algumas conclusões obti 
das anteriormente nas referências [4-8], quanto a influência da 
velocidade de rotação e do estado inicial axissimétric~ sobre as 
frequências naturais e modos normais de vibração. Estas conclu 
- -soes sao, em resumo, as seguintes: 
1) os modos normais de vibração de cascas axissimétri 
cas com movimento de rotação são ondas móveis circun-
ferencialmente: no mesmo sentido (forward traveling 
waves) e no sentido oposto à rotação (backward travei 
ing waves); 
2) a aceleração de Coriolis provoca uma bifurcação em 
relação ao espectro de frequências da casca estacioná 
ria, gerando os espectros correspondentes a ondas mo-
veis no mesmo sentido e a ondas móveis no sentido o-
posto à rotação, sendo que estas têm sempre maior ve-
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V. ESTABILIDADE PARAM:f:TRICA DE CASCAS AXISSIM:f:TRICAS 
5.1. Introdução 
Ressonância paramétrica ocorre em fenômenos descritos 
por equações diferenciais com coeficientes periódicos na variá 
vel independente. Na mecânica, este tipo de equação surge em 
sistemas cujas propriedades físicas (massa, rigidez ou amorte-
cimento) variam periodicamente com o tempo, e também no estudo 
da estabilidade de soluções periódicas não lineares. Um exem-
plo bastante simples é encontrado na estabilidade dinâmica de 
vigas, sujeitas a forças longitudinais periódicas, onde, por 
extensão do problema de Euler, tem-se 






+ µ a 2y = o 
at 2 
(5 .1) 
como equaçao variacional correspondente às vibrações transver-
sais [~7], @:s]. P 0 independe do tempo e P 1 (t) = P 1 (t + T) e 
periódico de período T = 2n/íl. K e a rigidez a flexão e µ a 
massa por unidade de comprimento da viga. 
No caso de vigas simplesmente apoiadas os modos de. 
flambagem coincidem com os modos normais de vibração, 
çoes: 
y(x,t) nnx = yn(t) sen-L-, Cn = 1, 2 ... ). ( 5 . 2 ) 




n-ésima carga crítica de Euler 
1 
(1 - ~) 
p ;, 
n 
n-ésima frequência natural, 
obtem-se, para cada n, a equaçao diferencial ordinária de se -




+ w2 (1 +e:~ (t))y 
n n n = o ' ( 5 . 3) 
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locidade do que aquelas. 
J} a aceleração centrífuga tem efeito simétrico so-
bre as freqüênciás e tende a reduzi-la a medida que 
!íl! cresce. 
4j o estado inicial gerado pelas forças centrífu -
gas também tem efeito simétrico sobre as frequênci-
as, dependendo das condições de contorno e da forma 
da casca; 
5) torques iniciais geram bifurcação no espectro de 
frequências independente dos efeitos da rotação; 
e) os exemplos numéricos apresentados servem como 
confirmação de algumas das conclusões obtidas, e principalmen-
te comprovam a validade do método de análise empregado. 
f) A forma complexa da série de Fourier, utilizada 
neste desenvolvimento, apresenta maior generalidade e também 
maior comodidade no tratamento dos termos de acoplamento dos 
a forma real trigonométrica. En -diversos harmônicos, do que 
tretanto, do ponto de vista computacional, a operaçao com nume 






<li (t) = 
n 
p l (t) 
p ;, - P, 
n 
' 
equaçao de Mathieu-Hill. No caso particular da equa -
Mathieu </i ( t) = cos ílt, Gi 7] , Q± ~ , [} Q] • n 
As propriedades principais da equação de Mathieu-Hill 
1) dentro de certas regioes do plano dos parâmetros E 
e íl, chamadas regiões de ressonância paramétrica, existem so-
luções de (5.3) que crescem exponencialmente com o tempo, 
2) soluções periódicas ocorrem nas fronteiras· das regi-
oes de instabilidade, sendo que soluções de mesmo período lim~ 
tam regiões de instabilidade, enquanto que as regiões de esta-
bilidade sao limitadas por soluções de períodos diferentes, 
3) para E pequeno, as regiões de instabilidade s.e dis -





, k=l,2,3 ... ( 5 . 4) 
k = 1 corresponde as regioes principais, e k ~ 2 as regiões se 
cundárias (figura 5.la). 
A grande maioria dos problemas de estabilidade dinâmi-
ca nao conduz ã forma simples da equação de Hill, mas a siste-
mas de equaçoes diferenciais onde a parte periódica não pode 
ser desacoplada. Neste caso além das regiões de ressonância~ 
ramétrica simples, ou simplesmente regiões de ressonância par~ 
métrica, ocorrem também regiões de ressonância paramétrica co~ 
binatória, ou regiões de ressonância combinatória (figura 5.Jb), 
em torno de 
íl = , k = 1, 2 ... , (m#n). ( 5 . 5) 
k 
Em certos problemas as zonas de ressonancia combinató-
ria podem ser mais significativas do que as zonas de ressonân-
eia 
.n 





a) Ressonância paramétrica . 
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.n 
b) Ressonância combinatória . 
Fig. 5.1 - Tipos de instabilidade paramétrica 
[ 
Neste ponto é interessante ressaltar as principais di-
ferenças entre a ressonância simples e a ressonância paramêtr~ 
ca. A ressonância simples é gerada por uma excitação periódi-
ca externa, e ocorre para valores discretos dos parâmetros do 
sistema, enquanto que a ressonância paramétrica é devida a uma 
excitação periódica interna (auto-excitação), e ocorre para v~ 
lares contínuos dos parâmetros do sistema. Além disto as um -
plitudes das vibrações na ressonância simples crescem linear -
mente com o tempo, já as amplitudes da pessonância paramétrica 
crescem exponencialmente; daí o caráter mais violento da insta 
bilidade paramétrica. Estas observações são relativas a siste 
mas de equações lineares. f interessante notar também, que e~ 
citações paramétricas podem estabilizar sistemas estaticamente 
instáveis como, por exemplo, o pêndulo invertido [4 7] , [4 BJ . 
100 
Para determinação das regiões de instabilidade em 
sistemas de equações com coeficientes periódicos são normalmen-
te usados métodos de perturbação [}i[J, [};:l], [52], métodos de 
balanço harmônico @'U, [}i:l], Qitf], e métodos numéricos basea -
dos na teoria de Floquet Qi9] , [}; fJ , [}~ . A decisão quanto às 
conveniências de um ou outro método irá depender do problema em 
estudo. Os métodos de perturbação estão sempre fundamentados no 
fato de que os termos periódicos da equação são pequenos, e têm 
a vantagem de fornecer explícitamente uma aproximação das regi-
ões de ressonância paramétrica e combinatória. Os métodos de 
balanço harmônicos se baseiam na existência de soluções periódi 
cas na fronteira das regiões de instabilidade e conduzem a uma 
extensão do determinante infinito de Hill, ~ 7] . Têm a vanta -
gem de gerar, de forma sistemática, as aproximações de ordem s~ 
perior, mas só determinam regioes de ressonância fundamental(~ 
ramétrica simples). Já a análise numérica de Floquet, embora 
permita a determinação das regiões de ressonância fundamental e 
combinatória sem a limitação de parâmetros peque·nos, é computa-
cionalmente demorada uma vez que envolve integração numérica da 
equação em um período, e iteração para obtenção das fronteiras 
das regiões de instabilidade [4~, [58. 
5. 2. Resultados d a teoria das equaçoes diferenciais 
ordinárias. 
Considere-se o sistema de equaçoes diferenciais or-
dinárias no tempo, 
X = F(X' t) ( 5. 6) 
onde~ é uma função vetorial contínua e com derivadas parciais 
contínuas, em relação a X., em um conjunto aberto 
l 
S = {CX, t), t ~ t 0 }. ( 5. 7) 
Seja x,·, = ~;, (~ 0 , t O , t) uma solução particular de 
(5.6), cuja estabilidade se deseja estudar. A estabilidade de 
x,·, pode sempre ser reduzida à estabilidade da solução trivial 
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de um novo sistema, isto e, pela mudança de variável, 
X= X*+:;• (5.8) 
a solução X* se transforma na solução u = O do sistema 
u = F(X* + u, t) - F(X*, t). ( 5 . 9) 
Supondo 
até a segunda ordem, 












u = A u + ~C:;, t) e 5 .10 > 
Limite H(u,t)!Jl~/1 =O;Vt::,t 0 • 
llu li + O 
t natural associar o sistema linear, 
u = A u (5.11) 
ao sistema variacional não linear (5.10), investigando quando 
a estabilidade ou instabilidade de (5.11) implica em estabilida 
de ou instabilidade da solução trivial do sistema não linear 
(5.10). 
Se o sistema ( 5. 6) é autônomo e X'" independe do tem - -
po (i.e., x,; é um ponto de equilíbrio), então o sistema (5 .ll)é 
linear e autônomo. Por outro lado se ~,·, é uma solução periódi-
ca de ( 5. 6), o sistema ( 5 .11) sera linear com coe.ficientes peri_ 
Ódicos. Obviamente, se (5.6) é linear, (5.10) também é linear, 
com ~(:;, t) = Q. 
Alguns resultados sobre estabilidade em equaçoes di 
ferenciais ordinárias são apresentados à seguir, na forma de 
teoremas. Para maiores detalhes podem ser consultadas as refe-
rências [57], [58], [59]. 
a) Sistema linear com coeficientes constantes 
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TEOREMA 1 - O sistema linear de primeira ordem 
X = A X 
onde A e uma matriz nxn, independente do tempo, tem solução li-
mitada para t >,. t 0 se e somente se todos os autovalores p de A r -
têm Re(pr) s; O, r = 1,2 ... m, onde m é o número de raí.zes distin 
tas, e para aquelas raÍ.zes com Re(pr) = O, tem-se sempre µr=vr, 
sendo µr o grau de multiplicidade da raiz pr e vr o grau de nu-
lidade da matriz (~-P!), i.e. vr = n-p, onde n é a ordem de A e 
p o posto de (A - p I). 
- r -
Além disto este sistema tem todas as suas soluções 
tendendo a zero quando t + oo , se e somente se Re (p ) < O r 
r = 1,2 ... m. 
b) sistema linear com coeficientes variáveis 
Os principais resultados nesta area dizem respeito 
a sistemas lineares do tipo 
1í. = A(t)X 
cujos coeficientes Aij(t) sao de algum modo assintóticos a coe-
ficientes constantes ou são funções periódicas no tempo. 
TEOREMA 2 - (Teo~ema de L~apunov) 
Se A é uma matriz constante e C(t) é uma matriz 
cujos elementos são funções contí.nuas de t, com li~ 11 < c sufi-
cientemente pequeno para todo t >,. t
0 
, e se todas as soluções do 
sistema X= A X tendem a 
..., "' ..., ~ 
ções do sistema X= (A+ 
zero quando t 
CC.t))f tendem 
constante c pode depender da matriz A. 
TEOREMA 3 
+"',então todas as sol~ 
a zero quando t + "'· A 
Se A e uma matriz constante e C(t) é uma matriz -




11 ~(t) li dt < 00 
o 
e se todas as soluções do sistema X= A X sao limitadas, então 
todas as soluções do sistema X= [Ã + Ç(;]~ são também limita -
das em [ O , oo ) • 
TEOREMA 4 - O sistema 
X= ~(t)~, com A(t + T) = ~(t), (5.13) 
tem pelo menos uma solução nao idênticamente nula com 
X(t + T) = ÀX(t) (5.14) 
para todo t, sendo À i O .uma constante real ou complexa. 
Demonstração - Seja q,(t) a matriz fundamental cons-
tituída pelo conjunto solução de (5.13), logo 
~(t) = A(t) q,(t) 
e obviamente, 
~(t + T) = A(t + T) <j,(t + T) = A(t) q,(t + T) 
Conclui-se, portanto que p(t + T) e também solução de (5.13), e 
como <jJ ( t) e a matriz fundamental, decorre imediatamente que 
<jJ (t + T) = B <jJ ( t) ( 5. 15) 
onde B e uma matriz constante. 
Logo À de B. Se 
~ 
característi-e uma raiz as raizes 
cas Ài de B são todas distintas, então existem n soluções sati~ 
fazendo a condição (5.14). Se por outro lado existem apenas m 
raízes distintas (m ~ 1), existirá pelo menos m soluções de 
(5.13) satisfazendo (5.14), e está completa a prova do teorema. 
A partir deste teorema pode-se concluir: 
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1) todas as soluções 
a zero quando t + oo se e somente 
X(t) do sistema (5.13) tendem 
se IÀ-1 <l; i = 1, 2 ... m. 
l 
2) todas as soluções ~(t) do sistema (5.13) sao li-
mitadas, se e somente se IÀil ~ 1, i = 1, 2 ... m, e para aqueles 
À· com IÀ-1 = 1, tem-seµ. = v .. 
l l l l 
3) o sistema periódico (5.13) tem solução periódica 
de periÓdo T se e somente se existe pelo menos uma raiz À. = 1, 
l 
já a raiz À- = -1 corresponde a soluções com período 2T. 
l 
TEOREMA 5 - seja 
. 
X= (A+ E ~(t))X, (5.16) 
um sistema linear, com A constante e ~(t) uma perturbação peri~ 
dica. Se todos os autovalores PJ· de A têm Re(p.) < O, com 
- J 
j = 1, 2 ... m, então para algum E 0 > O e todo E real ou complexo 
com IEI < E
0
, todas as soluções do sistema (5.16) tendem a zero 
quando t + oo 
Este teorema e uma consequênçia direta do teoremade 
Liapunov. 
c) Sistema Variacional 
Apresentam-se, a seguir, as condições para que a 
estabilidade do sistema variacional linear (5.11) implique em 
estabilidade da solução trivial do sistema (5.10), ou seja,qua~ 
do a estabilidade infinitesimal implica em estabilidade. 
TEOREMA 6 
Se todos os valores característicos (no sentido ge-
neralizado) associados· ao sistema variacional linear (5.11) po~ 
suem parte real negativa,então a solução trivial do sistema 
(5.10) é assintoticamente estável. 
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TEOREMA 7 
Se existe pelo menos um valor característico asso-
ciado ao sistema (5.11) com parte real positiva, então a solu-
ção trivial do sistema (5.10) é instável. 
No limite, parte real nula, a estabilidade infini-
tesimal nada informa sobre a estabilidade da solução do siste-
ma não linear. 
5.3. - Estudo da estabilidade paramétrica de cas -
cas axissimétricas 
Visando o estudo da estabilidade infinitesimal da 
solução periódica(~*,~*), estudada na seção 4.4, será obtida, 
a seguir, a forma variacional linearizada da equaçao (4.75),em 
torno da solução periódica (~'', ~''). 
Serão consideradas forças de superfície e densida-
de de massa do carregamento, por unidade de área da superfície 
média, do tipo 
= r O (s) + E ) 
mtO 
imn p (s)e , 
-m 
(5.17a,b) 
onde E e um parâmetro adimensional pequeno. 
Para determinação da primeira aproximação das regi 
oes de instabilidade, é suficiente tomar apenas a primeira a-
proximação da solução periódica, ou seja: 
u 1•(s,8,t,íl) = u1•(s íl) + E - o , 
~'''(s,8,t,íl) = N1•(s íl) + E 





·'·( ,-,) im(8-ílt) 




A depend~ncia deu* e N* em relação a íl está evi -
-m -m 
denciada na equação (4.33), enquanto que~~ e~~ dependem de 
íl por causa do estado inicial gerado pela força centrífuga. 
Seja(~', N') uma solução de .(4.75) adjacente a 
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(~*,~*),isto e: 
~'(s,8,t) = ~*(s,8,t) + ~(s,8,t), 
N' ( s , 8 , t) = N"' ( s , 8 , t) + N ( s , 8 , t) . (5.19a,b) 
onde u e N correspondem a perturbações sobre a solução periódi 
ca (~*, N*) e sao representadas pelas séries: 
~(s,8,t) l u (s,t)e im8 = m m 
~(s,8,t) l N (s,t)e ime (5.20a,b) = . -m m 
Substituindo (5.19a,b) e (5.20a,b) na equaçao nao 
linear ( 4 .. 7 5) e retendo apenas os termos lineares em E e ~, o!?_ 
tem-se a equação variacional linearizada em torno de(~*,~*), 
para m = -M ... M, (5.21) 
2*(u ~ ) = <D(A + B*T B ),(Â + B*T B )> + 
o -m'--m - -m -m --m -º --m 
+ <B N* B > + <GX , X >, -m -º'--m --m --rn 
A A 
n ~(u 0 ,u_) =<(B N* + B* D A) B > + 
N -N - m -2-m-2 -m - -2 '--m 
+ <D/2(B*T B + BT B* ),Â > (5 22 b) 
- -m-2 -2 -2 -m-t --m · a, 
A equação (5.21) é consistente apenas com a prime~ 
ra aproximação das regiões de instabilidade infinitesimal, já 
que em (5.18a,b) e (5.21) foram considerados somente termos até 
a ordem E, 
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Na determinação das regiões de instabilidade consi 
derou-se ainda que a influência do termo 2íla 1 (~ ,u ), relati--m --m 
vo ã aceleração de Coriolis é pequena, e portanto pode-se tra~ 
ferir este termo para o segundo membro de (5.21),admitindo que 
ele também está multiplicado por s, e no final da análise faz-
se este coeficiente igual ã unidade. Deste modo a 
(5.21) fica substituída por 
a
0
(Ü ,G ) + íl 2 a 2 (u ,G ) + t*(u ~ ) = -m --m -m --m O -m'--m 
= -síl 2 a 1 ( i'.i , G ) - s -m --m 
- E 
para m = -M ... M. 
equaçao 
(5.23) 
A discretização de elementos finitos de (5.23) con 
duz ao sistema de equações diferenciais ordinárias, com coefi-
cientes periódicos no tempo, 
• í e-i(m-Jl,)QtK U -M U + K U = -s2ílC U - E L 
- -m -mm -m - -m · Jl,;ém -mJI, -2 
param= -M ... M. (5.24) 
As matrizes~ e~ já foram definidas anteriormente. 
Kmm = Kmm(Q) resulta 
K = K 
0
(íl), JI, ;é m, 
-mJI, -m,, 
rentes harmônicos, e 
A 2 A 
da discretização de 2'0'(u ,u )+íl a 2 (u ,u ). -m --m -m --m 
representa o acoplamento elástico de dif~ 
é obtida da discretização de n*(u,,~_) 1<,-x--m 
A matriz M O decorre da consideração da massa do carregamento, _m,, 
e também produz acoplamento entre os diversos harmônicos. 
Embora não exista ainda uma maneira precisa de se 
avaliar o amortecimento estrutural, estuda-se o efeito de um 
pequeno amortecimento externo sobre a estabilidade do sistema. 
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Admitindo-se que a matriz de amortecimento E[A] ~ 
jade algum modo determinada, e somando-a à matriz de Coriolis, 
obtem-se o sistema 
• 
M U + K u = -E s u - E 
- -m -mm -m - -m 
-~ f -i(m-Q,)Qt ·· 
~ l e ~mQ,(~Q, 
Q, ;lm 
f -i(m-Q,)Qt 




para m = - M ... M , (5.25) 
onde 
S = A + 2QC. 
5.4. Determinação das regioes de ressonância para 
métrica 
Uma primeira aproximação das regiões de ressonan -
eia paramétrica do sistema (5.25) será obtida através de uma 
extensão, a sistemas complexos, do método desenvolvido por HSU 
~8], para o estudo da estabilidade de sistemas de equações r~ 
ais, semelhantes a (5.25), [j.o]. O método de HSU consiste es-
sencialmente em: 
1) redução do sistema a forma normal, 
2) estudo de cada uma das equações pelo método de 
variação de parâmetros. 
Para velocidades de rotação n, e estados iniciais 
abaixo do valor crítico, o problema de autovalor algébrico 
~Q,Q, ~Q, = wf ~ ~Q,, Q, = -M ... M, ( 5. 26) 
associado ao primeiro membro de (5.25), tem autovalores wl po-
sitivos e distintos, portanto, aplicando a transformação de 
coordenadas 
~Q, = Si.e, ~Q,' Q, = -M ... M, (5.27) 
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ao sistema (5.25), obtem-se a forma normal 
.. 
~m +["hJ~m = 
~ 
-i(m-Oílt 
- E e 
t m 
onde 








-E L e 
Q)m 




M 9tt' 9mm -m2 
X --t 
(5.28) 
sendo g tt a matriz dos autovetores de ( 5. 26) norma-l:izados em 












*mq + I 
2;im 
e -i(m-2)ílt K 
( 5. 30) 
mtpq xtq) + 
w , p = 1, 2 ... G, os autovalores de (5.26). G e o nume 
mp 
graus de liberdade da discretização de elementos finitos, 
Xiq e a componente q 
os elementos p,q das 
do vetor X e S K e M sao -2' mmpq' m2pq m2pq 
matrizes S* , K* e M* , respectivamente. 
-mm -mi -mi 
Visando a aplicação do método de variação de para-




X = y 
mp mp 
Para E= O, a solução de (5.32) e 
B 
-iw t 
e mp ' mp 
(5.33a,b) 
com A e B constantes a serem determinados posteriormentep~ mp mp 
las condições iniciais. 




= A ( t) mp 
+·B (t)e-iwmpt+Ex (t), 
mp mp 
ymp = iw mp (Amp ( t) e iWmpt_Bmp(t) e -iuJmpt) +E xmp (:t) 
(5.34a,b) 
onde os. coeficientes A e B sao agora admitidos como sendo 
mp mp 
função de t. 
Substituindo (5.34) em (5.32'),e tendo em vista a 
definição de ~m' obtém-se: 
(5.35a,b) 
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- equaçoe~ de pe4tu4bação 
•• 2 = _, iw S (A eiwmpt _ Bmq e-iwmpt) _ 
xmp + w mpxmp L mq mmpq qip mq 
G 
' {H A 
q~l mipq tq 
(5.36) 
onde, 
H = K 
mipq mipq 




J = K 
mipq mipq 
M O (w 0 -Hl)
2
• m,,pq ,,q (5. 38) 
Em primeira aproximação os A e B sao tomados co mp mp 
mo constantes, nas equaçoes de perturbação, portanto a solução 
de (5.36), fora das regiões de ressonância, e dada por 
= - }: 
qi!p 
iwmq Smmpq ( A 










J B r. ___ m_i~p~q __ t~g ___ e -i L"'tq+(m-OsI) t. 
w2 _rw, +(m-i)íl] 2 
mp L!' "q -
(5.39) 
Observa-se que em (5.39)' existem termos cujos deno-
minadores vao para zero, quando 
Q = ± 
w ± w 
~-m~p~~-n-"q, para mi!n e p,q=l,2 ... G, 
m - n 
(5.40) 
logo, estes termos tendem a crescer indefinidamente quando a v~ 
locidade de rotação íl se aproxima destes valores, por isto sao 
chamados termos ressonantes. Para se estudar o comportamento da 
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solução na vizinhança destas velocidades, transferem-se os ter-
mos ressonantes para a parte variacional da análise. 
Será estudado, inicialmente, o comportamento da so-
lução na vizinhança de 
w + w 
íl = mp nq + E À. (5.41) 
m - n 
Com a inclusão dos termos ressonantes, as equaçoes 




eiwmpt + B 
mp 
e -iwmpt = 0 
' 
À eiwmpt_8 e-iwmpt= _ e: S (A eiwmpt _ B e-iwmpt) _ mp mp mmpp mp mp 
(5.42a,b) 
iwnqt e + • e-iwnqt = 0 Bnq ' 
-iwnqt e = -e: 




onde À = (m-n)À. 
m 
. 




= e: S (A e2iwmpt_B ) + 
2 mmpp mp mp 
• E 









nmgp B ie:Àmt 




Este sistema sera resolvido usando o método de Krz 
loff-Bogoliubov· '-·Van der Pol, que neste caso resume-se a tomar 
a média, em um período, dos coeficientes de A e B , resul -
mp nq 
tando então 
E H -iEi,m t il + E s B mnpq A 2 = e ' mp mmpp mp 2iw nq 
mp 
E J +iEÀmt Â + E s A nmqp B 2 - e ' nq nnqq nq 2iw mp 
nq 
(5.45a,b) 
que admite solução da forma, 
B = Bº 
St-iEÀmt/2 
e mp mp 
A = Aº nq nq 
e 
St+isÀmt/2 (5.46a,b) 
onde B0 e Aº sao constantes. mp nq 
Substituindo (5.46) em (5.45), chega-se a seguinte 
equaçao indicial em B, 
s2 + ~cs + s )s - E 2 
2 mmpp nnqq 
Hmnpg Jnmqp + 
4w w mp nq 
+ -
4
1c E S mmpp iEÀ )(E S + iEÀ) = 0. m nnqq m (5.47) 
Lembrando que os termos de amortecimento e de acele 
raçao de Coriolis, embora pequenos, não estão multiplicados por 
s, faz-se então E= l nestes termos obtendo-se como equaçao indi 
cial 
S + S H J 
S2 + ( mmpp nnqq)S _ E2 mnpq nmqp 
2 
+ !cs 4 mmpp 
4w w mp nq 





As regiões de estabilidade serao definidas pelo sinal 
da parte real de S, isto é: 
Re(S) >O<-> instabilidade, 
Re(S) <O<-> estabilidade assintótica, 
Re(S) =O<-> estabilidade neutra (fronteira), 
a questão e então, determinar quando Re(S) troca de sinal. 
Para tornar as expressões mais simples serão intra 
duzidas as definições: 
= S /2 nnqq 
= H J /w w mnpq nmqp mp nq 
(5.48a-c) h 
onde Sp' Sq eh sao em geral complexos. 
Em termos destes parâmetros a solução de (5.47) e 
)± I a+bi 
s = ( 5. 49) 
2 
sendo 
a = Re (li) ; b = Im (li) , 
com 
li= (S -S - iEÀ ) 2 + E 2h. 
p q m 
(5.50) 
Considerando que a matriz ê é obtida pela soma 
S =A+ 2Q ~'onde~ é a matriz de amortecimento simétrica e 
positiva, e levando em conta as definições de Sp e Sq' tem-se 
s = a + 2i Q CP e s = a + 2i Q cq' p p q q ( 5. 51) 
sendo a p' a q' CP e cq numeras reais, dados por 
a = A /2 a = A /2 p mmpp q nnqq 
icp = e /2 ,icq = e 12 mmpp nnqq ' (5.52) 
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onde A e Cmmpp' representam respectivamente elementos mmpp da 
diagonal das matrizes transformadas A1, e e,·, . 
-mm -mm 
Portanto, as condições de estabilidade ou instabili 
dade sao equivalentes a: 
instabilidade: Re ( 8) > O 
estabilidade Re ( 8) < O 
a +a, (5.53) 
p q 
a +a. (5.54) 
p q 
Estas expressoes permitem a determinação da primei-
ra aproximação das regiões de ressonância correspondentes a fre 
quências de excitação próximas a (wmp+wnq)/(m-n), com 
m,n =-M ... M e p,q = 1,2 ... G. 
Visando uma melhor identificação da influência de 
certos parâmetros do sistema, tais como amortecimento, e massa 
do carregamento, algumas situações particulares são analisadas 
a seguir. 
a) Sistema nao amortecido 
Neste caso a = a = O, e a condição de instabilida 
p q 
de (5.53) passa a 
que e sempre satisfeita 
Fazendo ªp 
e (5.37), obtem-se: 
com 
(5.55) 
pois b # O, conforme se mostra a seguir. 
= a = O em (5.51) e considerando (5.50) 
q 
( 5. 56) 
h = K K /w w 
o mnpq nmqp mp nq' 
M M mnpq nmpq 
(w +níl) 2 (w -míl) 2 /w w 
nq mp mp nq 
(5.57) 
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= -[~ K (w +níl) 2 + M K Cw -míl) 2 ]/w w · mnpq nmqp nq nmqp mnpq mp - mp nq' 
sendo h 0 e h 1 numeras reais e positivos, em consequência de 
K =K eM =M mnpq nmqp mnpq nmqp (5.58) 
enquanto que h
2 
e complexo, e portanto 
(5. 59) 
logo b # O, o que significa que o sistema nao amortecido é to -
talmente instável. Esta conclusão entretanto, deve ser aceita 
com reservas, pois ela está .fundamentada em uma primeira apro-
ximação e, em um modelo bastante simples para representar as 
forças de inércia associadas ao carregamento. 
b) Carregamento sem massa 
Se sao desprezados o amortecimento estrutural 
(a = a = O) e a massa do carregamento (h1 = h2 = O), resultam 
p q 
a= -Í2íl(c -c) - sÀ ] 2 + s 2 h · b=O 
~ P q m º' (5.60) 
e a condição de instabilidade passa a ser representada por a>O, 
verificando-se assim que ocorre instabilidade para valores de 
íl dentro das seguintes regiões: 
1) pa~a íl po~itivo 
(5.61) 




w +w + 2íl ( c -c ) 
íl + = mp n9. p q o 
m-n 
w +w - 2íl(c -c) 
íl ~ = 
mp n9. p 9. (5.53) 
m-n 
Àº = ~/(m-n), m 
com m,n = -M .. . M e p, q = 1,2 ... G. 
Na figura 5.2 estão representadas as duas regiões 
de ressonância correspondentes a m,n,p e q fixos. Está claro 
que a existência de duas em vez de apenas uma região é devida a 
aceleração de Coriolis, que causa uma bifurcação no espectrd de 
frequências, conforme foi visto no capítulo IV. 
n 
Fig. 5.2 - Regiões de ressonância (m,n,p,q fixos) [ 
c) Influência da massa 
Desprezando o amortecimento e o estado inicial per~ 
Ódico, i.e. ho = h2 = O, obtem-se as seguintes regiões de resso 
- . nancia: 
7) pa~a íl po~itivo 
( 5. 64) 
118 
2) pa~a íl negativo 
(5.65) 
sendo 
À1 = /n~/ (m-n) 
m 
( 5 . 6 6 ) 
Portanto a consideração isolada da massa do carreg~ 
menta dá origem a regiões de ressonância semelhantes às obtidas 
com a consideração isolada do estado inicial periódico, enquan-
to que o efeito combinado da massa do carregamento e do estado 
inicial periódico gera instabilidade total do sistema não amor-
tecido. 
d) Influência do amortecimento sobre as regiões de 
ressonância 
Por simplicidade despreza-se o efeito da aceleração 
de Coriolis (c = c = O) e da massa do carregamento (h 1 =h 2=0), p q 
e consideram-se apenas as influências do estado inicial e do 
amortecimento, logo 
{; = (a -a - l E À ) 2 + E 2ho' p q m 
a = (ap - a ) 2 - E2À2 + E2h q m o ' 
b = 2 ( a p 
-a )E 
q À m' 
(5.67a-c) 
e a condição limite (fronteira das regiões de instabilidade) e 
dada pela seguinte equação em À 
m 
onde, 
d= a -a 
p q 
e 
De (5.68) conclui-se: 





1) so existem Àm reais para E> E 0 , sendo € 0 dado por: 
significando que o amortecimento desloca as regioes 
lidade, para a direita, de um valor € 0 , (o que está 




2) para a -a #O p q 
o amortecimento tende a aumentar a largura À 
m 
da região de instabilidade, conforme está ilustrado na Figu-
ra 5.3; 
3) para a -a =O o amortecimento nao causa aumento na largura das 
p q 
regiões de instabilidade, mas apenas desloca-as de 
(5.71) 
Estas conclusões estão de acordo com estudos teóri -









Fig. 5. 3 - Influência do amortecimento nas regiões de instabilidade 
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íl = ± mp nq + EÀ, 
m-n 





= - E S (A eiwmpt 
mmpp mp 
J .mnpq B -i(wmp-EÀm)t 









iwnqt e - B nq 
- E 




-i(wnq+EÀm)t e . ( 5. 7 4) 
Explicitando B em (5.74) e B em (5.75) obtem-se mp nq 
um sistema do mesmo tipo de (5.44), e através de um procedimen-
to similar ao utilizado anteriormente, chega-se a seguinte equ~ 




( S +S ) B + -
4 p q 
J + -
4
1<2S -iEÀ )(2S 
p m q 
+ iE 
J = J J /w w mnpq nmqp mp nq 
À ) = o ' m (5.75) 
(5.76) 
As regioes de ressonância são também determinadas 
por condições idênticas a (5.53) e (5.54), com a e b represen-
tando igualmente a parte real e imaginária de 6, que neste caso 
é dado por 
6 = (S -S -iEÀ ) 2 - E2 J. 
p q m 
(5.78) 
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Por causa do sinal menos do termo -E 2J, so existem 
regiões de instabilidade com J real negativo ou complexo. Por-
tanto, só 
siderados 
ocorrerá instabilidade no caso geral, quando são con-
os efeitos combinados de 
tado inicial periódico. Nos casos 
inércia .do carregamento e es 
correspondentes aos itens(b), 
(e) e (d), do estudo anterior, não existirão regiões de instabi 
lidade porque, para estas situações, J é real e positivo, e nes 
te caso não existem raízes reais para À • 
m 
São, portanto, de pouca importância as regioes de 
ressonância vizinhas às freqüências (w -w )/(m-n), pois ocor-
mp nq 
rem apenas quando J é complexo, o que neste caso corresponde à 
situação em que sao considerados os efeitos combinados da massa 
do carregamento e do estado inicial periódico. Este fato tem 
consequências favoráveis à estabilidade do sistema a baixas ve-
locidades de rotação. 
5. 5 . Conclusões 
a) O método de análise das regiões de instabilidade 
de sistemas de equaçoes diferenciais ordinárias com coeficien -
tes periódicos, apresentado neste capítulo, constitue uma exte~ 
sao do método de HSU [18] a sistemas de equações de variáveis 
complexas, e apresenta, em relação a aquele, a vantagem de ser 
sempre mais cômodo trabalhar com exponenciais do que com fun 
ções trigonométricas. 
b) Os resultados obtidos nesta análise sao aplicá 
veis ao estudo da estabilidade paramétrica de cascas de revolu-
ção com excitações periódicas quaisquer, sem a limitação a exci 
tações axissimétricas, comum aos estudos anteriores. 
c) Com relação ao problema específico da estabilid~ 
de de soluções periódicas de cascas axissimétricas com movimen-
to de rotação, tem-se a destacar o seguinte: 
1) Dado o tipo peculiar de excitação, gerado 
pelo carregamento considerado, não existem regiões 
de ressonância paramétrica simples mas apenas regi 
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oes de ressonância combinatória, relativas a com-
binações de frequências de diferentes harmônicos 
Estas regiões ocorrem na vizinhança de 
w ±w 
íl = ± mp nq ~ 1 2 G , para m~n e p,q= , ... , m-n 
onde wmp e a p-ésima freqüência do harmônico m e 
wnq é a q-ésima frequência do harmônico n. 
2) As regiões de ressonância mais significa-
tivas ocorrem na vizinhança das freqüências 
w +w 
íl = mp nq 
m-n 
e sao de menor importância as regioes vizinhas a 
w -w 
íl = mp nq 
m~n 
3) Os efeitos combinados de massa do carreg~ 
menta e do estado inicial periódico geram instabi-
lidade total do sistema não amortecido. 
4) O amortecimento tem por um lado efeito fa 
varável à estabilidade, pois desloca as regiões de 
instabilidade de um valor E 0 positivo, mas por ou-
tro lado tem efeito desfavorável aumentado a larg~ 
ra das regiões de ressonância combinatória, sempre 
que os modos ressonantes não têm iguais coeficien-
tes de amortecimento (fig. 5.3). 
e) Os resultados obtidos neste trabalho têm, princi 
palmente, um caráter qualitativo. A aplicação destes resulta -
dos a problemas reais é uma etapa indispensável, tanto para me-
lhor compreensão quanto para confirmação ou retificação 
estudo. 
deste 
d) De acordo com o teorema 7, as regiões de instabi 
lidade paramétrica infinitesimal são também regiões de instabi-
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dade no sentido de Liapunov, porém isto nao significa necessa-
riamente que a solução perturbada da equação não linear origi-
nal é ilimitada, dentro destas regiões, pois os termos não li-
neares, desprezados na análise infinitesimal, podem ter efeito 
estabilizador. Neste caso pequenas perturbações nas condições 
iniciais, geram perturbações na solução que inicialmente ten -
dem a crescer exponencialmente, mas estabilizam à medida que 
os termos não lineares passam a ser significativos, conformei 
lustra a figura 5.4. Deste modo, para se ter um conhecimento 
mais preciso do comportamento do sistema é necessário uma aná-
lise mais rigorosa levando em conta os termos não lineares. 

























Fig. 5.4 - Ilustração da influência dos termos nao lineares 
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SIMBOLOGIA 
( - ) - grandezas vetoriais ou tensoriais 
( . ) - produto escalar de vetores ou tensores 
( @ ) - produto tensorial 
- produto vetorial 
V - gradiente espacial 
( - transposto de um tensor, v·etor em matriz. 
t - tempo 
u - campo de deslocamentos 
A 
1! - campo de deslocamentos virtuais 
• 
1! - campo de velocidades 
ü - campo de acelerações 
I - tensor identidade 
tr( ) - traço de um tensor 
Re( ) - parte real de um nÚmero complexo 
Im( ) - parte imaginária de um numero complexo 
- unidade imaginária 
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{i - incremento 
E - pertence a 
'i - para todo 
u . -- uniao 
n - interseção 
o - ordem 
[ J - bibliografia 
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CapZ.tlilo II 
lB - corpo 
]E - espaço Euclidiano tridimensional 
x partícula 
;i:; - configuração ou movimento de lB 
]P - parte de IB 
]Bt - configuração atual de IB 
m( IP ) - massa de JP 
p - densidade de massa 
dV - diferencial de volume 
~ - deformação de IB 
!S o - cónfiguração fixa de lB 
X - lugar ocupado por~ na configuração K 0 
~t - configuração atual de IB 
X - lugar ocupado por Z na configuração atual 
í/ - gradiente em relação a X 
grad - gradiente em relação a X 
f - gradiente de deformação 
ft - gradiente de deformação relativa 
R - tensor rotação • 
u - alongamento direito 
V - alongamento esquerdo 
ç - tensor de deformação de Cauchy-Green direito 
ê - tensor de deformação de Cauchy-Green esquerdo 
I; - tensor de deformações de Green-Lagrange 
~ - tensor de deformações infinitesimais 
6 - tensor antissim~trico - ''spin''. 
fb ( ]P ) - resultante das forças de massa sobre JP 
f (IP ) 
-c - resultante das forças de contato. 
'd ]P - contorno de JP 
12 - densidade de forças de massa 
t - densidade de forças de superfície ou tração 
M( IP ,x ) - momento resultante sobre JP em relação a x 
& ( IP ) - quantidade de movimento linear 
H( JP l - quantidade de movimento angular 
:r<r,tl - tensor de tensões de Cauchy 














- divergente em relação a x 
- processo dinâmico 
- sistema de forças 
- tração referida a ~o 
- primeiro. tensor de tensões de Piola Kirchhoff 
- segundo tensor de tensões de Piola-Kirchhoff 
- divergente em relação a X. 
- historia da função f. 
- valores prescritos de~ e! 
- conjunto cinematicamente admissível 
- espaço de variações admissíveis 
- trabalho virtual das forças externas 
- processo dinâmico prescrito . 
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CAPÍTULO III 
· {e.} - base cartesiana de vetores 
-i 
{e. 0 e.} - base cartesiana de tensores 
-i -] 
S - superfície regular 
- coordenadas intrínsecas de S 
- primeiras grandezas fundamentais de S 
- segundas grandezas fundamentais de S 
n - curvatura normal 
C:!;1, :!;2 , nl ou Cêc1 , êc2 , êc,l 
k 1 ,k2 

















- base do triedro intrínseco de S. 
- curvaturas principais 
- raios principais de curvatura 
- casca (corpo) 
- configuração fixa de C 
- configuração atual de C 
- configuração fixa de S 
- configuração atual de S. 
- ponto de S 0 
- ponto de e, fora de s. 
- ponto de st 
- ponto de ct, fora de st 
- vetor posição de p 
- vetor posição de p;, 
- campo de deslocamentos de s 
- campo de deslocamentos de C 
- ordenada normal a S. 
- Ca,, a 2 ,a 3 ) 
- espessura de C 
au* 
d/; 1 /; = º 
- tensor de deformação de S 
- tensor de variação de curvatura de S 
- primeiro tensor de tensões de Piola-Kirchhoff 
- tração na superfície externa de e 
- tração na superfície interna de e 
- tração na borda Ct 1 constante 







- tensor de esforços resultantes de T* 
- tensor de momentos resultante de T'1 
- tensor de esforços resultantes de S 
- tensor de momentos resultantes de S 
- coordenadas da superfície de revolução 
- raio de curvatura do circulo paralelo 


















6m' f?m' ~m 











- velocidade de ro:tà.ção da casca 
- campo de deslocamentos medidos a partir da configu-
raçao dinâmia . 
- campo de velocidades relativas 
- campo de acelerações relativas 
base cartesiana intrínseca na configuração dinâmica 
- aceleração da origem do sistema dinâmico 
- coordenadas da superfície cônica 
- semi-ângulo do cone 
- espessura da casca 
- comprimento da casca 
- coordenada inercial,na direção circunferencial 
- função carregamento 
- trabalho virtual das forças externas 
- tensor de deformação da superfície média 
- tensor de variação da curvatura da superfície média 
- componentes das deformações lineares da superfície 
média 
- componentes das deformações nao lineares da superfi 
cie média 
- componentes das variaçoes de curvatura da superfÍ -
cie média 
~ tensores de esforços e momentos resultantes das ten 
soes 
- tensores de elasticidade 
- amplitude dos deslocamentos do harmônico m. 
- conjugado de c (complexo qualquer) 
- amplitudes de 
- amplitudes de 
deformações do harmônico m 
esforços e momentos do harmônico m 
- matriz de massa 
- matriz de Coriolis 
- matriz de rigidez do harmônico m 
- matriz de rigidez centrífuga 
matriz de rigidez geométrica do harmônico m 
- l',-ésima frequência do harmônico m. 
- densidade de massa do carregamento 
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mentas do harmônico m. 
· - d 1 t f1"n1"tos de u(e) - aproximaçao e e emen os 
- interpolante local de uhle) 
-m 
- parâmetro nodal do elemento (e). 
- polinômio cúbico de 




- parâmetro de interpolação global 
-m 
(u1' N•'•) - ' -










- solução conhecida 
- solução adjacente a (~*,~*) 
- perturbação sobre (~;, ,ir•) 
- parâmetro adimensional pequeno 
- matriz de massa 
- matriz de rigidez do harmônico rn. 
- matriz de Coriolis 
- matriz de rigidez correspondente ao acopl~ 
menta entre os harmônicos. 
- matriz de massa correspondente ao acopla -
menta entre os harmônicos 
- matriz de amortecimento 
- matriz modal do harmônico l 
- vetor dos parâmetros nodais da aproximação 
de elementos finitos. 
- vetor das coordenadas normalizadas 
- Q K Q 
-mm -mi -Vl 
- componente (p ,q) de K'', 
-mx. 
- p-ésima componente de ~i 
